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Vorwort
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Im ersten Teil werden die Grundlagen der Quantenmechanik und die iiblichen ,ex-
akten Losungen“ behandelt. Anschliefend werden Niherungsmethoden eingefiihrt
und zur Beschreibung von atomaren und molekularen Vielteilchen-Wellenfunktionen
angewandt. Im letzten Teil des Skripts werden schliellich die Elektronenstruktur,
Spektren und Eigenschaften von kleinen Molekiilen diskutiert. Grundlegende Vor-
aussetzung hierfiir ist das Verstédndnis der vorher erlduterten Drehimpulsalgebra
und der Gruppentheorie. Dabei 148t sich das fiir den Chemiker meist ungewohnte
Umgehen mit abstrakten Operatoren nicht vermeiden. Allerdings ist die benétigte
Mathematik sehr einfach, und nach einiger Eingewohnungszeit hoffentlich fiir jeden
Studenten nachvollziehbar.
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1 Wege zur Quantentheorie

Bis etwa 1900 glaubte man, dafl die klassische Physik die Natur konsistent und
vollstéindig beschreiben koénnte. Im klassischen Universum wurde Strahlung und
Materie unterschieden. Materie besteht aus genau lokalisierbaren Teilchen, deren
Bewegungen durch die Newtonsche Mechanik exakt beschrieben und vorhergesagt
werden konnen. So wurde z.B. mit Hilfe der Newtonschen Gesetze die Existenz des
Planeten Neptun auf Grund der gemessungen Stérungen von Uranus vorausgesagt
(Leverrier, Adams, 1846). Strahlung wurde durch die elektromagnetische Theo-
rie von Maxwell (1855) beschrieben, die die Erkenntnisse von Coulomb, Ampere,
Gauss, Volta und Faraday in sich vereinigte. Mit Hilfe dieser Theorie sagte Maxwell
die Existenz von elektromagnetischen Wellen voraus, die 1887 durch die Entdeckung
der Radiowellen von Hertz spektakulér bestétigt wurde. Im Gegensatz zur Materie
148t sich im klassischen Bild Strahlung nicht im Raum lokalisieren, sondern hat
Wellennatur und wird durch die Komponenten des elektrischen und magnetischen
Feldes an jedem Ort des Raumes charakterisiert. Die Wellennatur des Lichts war
am Ende des vorigen Jahrhunderts allgemein anerkannt und durch die Fresnelschen
Interferenzexperimente und Youngs Beugungsversuche bewiesen. Grundlegende Er-
kenntnisse der Thermodynamik wurden von Gibbs, van’t Hoff, Arrhenius und Ost-
wald in mathematische Theorien gefafit. Es gab nur wenige unerkléirte Phénomene,
und diese reichten zunichst nicht aus, das Gebédude der klassischen Physik und
des Determinismus in Frage zu stellen. Man erwartete vielmehr, dal man diese
Probleme durch Verfeinerung der mathematischen Methoden l6sen kénnte.

Das Zeitalter der Quantenmechanik begann im Jahre 1900, als Max Planck die
fundamental neue Hypothese aufstellte, dafy die Atome der Winde eines , schwar-
zen Korpers® nicht beliebige Mengen von Schwingungsenergie, sondern nur diskrete
Energiewerte aufnehmen kénnen. Nachfolgende Arbeiten von Einstein, Heisenberg,
Schrédinger und Dirac fithrten schliefllich zur allgemeinen Formulierung der Quan-
tentheorie. Im folgenden wird eine kurze Ubersicht iiber die Experimente und Theo-
rien gegeben, die das Weltbild der Physik grundlegend verdnderten.

1.1 Schwarzkoérperstrahlung

Bereits Mitte des vorigen Jahrhunderts wurde begonnen, die sogenannte Schwarz-
korperstrahlung zu untersuchen. Ein Schwarzkorper ist ein idealisierter Korper,
der sdmtliche einfallende Strahlung absorbiert und in vollstdndigem Gleichgewicht
mit dem Strahlungsfeld der Umgebung steht. Solch ein Korper sendet auch Strah-
lung aus, deren Frequenzspektrum nur von der Temperatur abhéngt, nicht jedoch
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vom Material. Versuche, die Intensitétsverteilung eines schwarzen Korpers klassisch
zu beschreiben, fiihrten zu Widerspriichen mit den experimentellen Resultaten.
1879 fand Stefan folgenden empirischen Zusammenhang zwischen der von einem
Schwarzkorper ausgestrahlten Leistung (iiber alle Wellenléngen integriert) und der
Temperatur

e = o-T*. (1.1)

Hierbei ist € die ausgestrahlte Leistung (Energie pro Zeit) pro Fldcheneinheit
Wm=2 = [Js~'m™2] und

o = 567x10Wm 2K (1.2)

die Stefan-Boltzmann-Konstante. Diese Konstante ist vom Material unabhéingig.
Boltzmann konnte dieses Gesetz thermodynamisch ableiten (1884). Aus dem Gesetz
folgt, daf ein schwarzer Korper bei 1000 K eine Leistung von 5.67 Watt/cm? abgibt.

Zehn Jahre spéter fand Wien (1894) einen quantitativen Zusammenhang zwischen
der Temperatur und der Wellenldnge \y,4z, bei der die Energieverteilung der Schwarz-
korperstrahlung ein Maximum besitzt

Amaz + T = const. (1.3)

Nach diesem Wienschen Verschiebungsgesetz verschiebt sich das Maximum der ab-
gestrahlten Energie mit zunehmender Temperatur zu kiirzeren Wellenléngen (sie-
he Abb. 1.1). Dieses Gesetz wurde durch Lummer und Pringsheim experimentell
bestétigt, wobei allerdings erhebliche Abweichungen bei langen Wellenldngen (klei-
nen Frequenzen) festgestellt wurden. Eine klassische Herleitung der in Abb. 1.1
dargestellten Abhéngigkeit der Wellenldngen wurde 1900 von Lord Rayleigh ver-
sucht. Sein Resultat enthielt zunéchst einen fehlerhaften Faktor 8, der von Jeans
entdeckt wurde. Berechnet wurde zunéchst die Anzahl der Schwingungsmoden dN)
pro Einheitsvolumen in einem infinitesimalen Wellenldngenbereich A bis A + dA.
Durch Losung der Wellengleichung mit der Randbedingung, dafi die Wellenfunkti-
on an den Wénden eines Behilters verschwindet, ergibt sich (unabhéngig von der
Form des Behiilters)
dN, = i—jd)\ . (1.4)
Jeder dieser Moden wurde nach dem klassischen Gleichverteilungsgesetz eine Ener-
gie kT zugeordnet. Damit ergibt sich fiir die Energie dU pro Einheitsvolumnen im
Wellenldngenintervall A, A + dA
8kT

dU = gdh = p(N)dA. (1.5)

p(A) wird als Energiedichte bezeichnet. Mit A = £ und |[dA| = ’\;du folgt fiir die
Frequenzabhéngigkeit der Energiedichte
8mv°kT

au = 3 dv = p(v)dv . (1.6)

10



1.1 Schwarzkérperstrahlung

Temperatur T

Abbildung 1.1: Schwarzkorperstrahlung als Funktion von Temperatur und Fre-
quenz

Die durch diese Formeln beschriebene Energieverteilung ist allerdings in krassem
Widerspruch (Ultraviolettkatastrophe), so dafl die iiber alle Frequenzen integrierte
Gesamtenergie ebenfalls unendlich grofl wird

U:/ dU — . (1.7)

Bei niedrigen Frequenzen ist die Ubereinstimmung mit dem Experiment dagegen
sehr gut.

An dieser Stelle machte Max Planck folgende historische Annahme:

Die Energie €, eines Oszillators ist nicht beliebig variierbar, sondern ein ganzzah-
liges Vielfaches einer kleinsten Einheit hv:

€n = nhv. (1.8)

11
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| // Rayleigh-Jeans
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Abbildung 1.2: Schwarzkorperstrahlung als Funktion der Frequenz nach Rayleigh-
Jeans

Dabei ist v die Schwingungsfrequenz der Wandatome, n eine positive ganze Zahl
(einschliefllich Null) und h eine Konstante mit der Dimension einer [Wirkung] =
[Energie| x [Zeit]. Die kleinste Einheit hv wird als Wirkungsquantum beszeichnet.
Die Annahme, dafl eine Schwingung der Frequenz v nur dann angeregt werden
kann, wenn mindestens die Energie hv vorhanden ist, widersprach vollstdndig der
klassischen Erfahrung, nach der sich z.B. die Amplitude eine Saite oder der Aus-
schlag eines Pendels beliebig varrieren 1i8t. Dagegen verhindert diese Annahme die
Anregung beliebig hoher Frequenzen und damit die Ultraviolettkatastrophe. Die
Anzahl der Oszillatoren pro Einheitsvolumen wird durch die Plancksche Hypothe-
se nicht verdndert, nur der Grad ihrer Anregung. Anstelle der Energie kT ist die
mittlere Energie der Oszillatoren in der Planckschen Theorie

o0
€ = anen, (1.9)
n=0

wobei p, die Wahrscheinlichkeit darstellt, dafl sich ein Oszillator im Zustand n mit
Energie €, befindet. Diese Wahrscheinlichkeit ist nach der statistischen Theorie von
Maxwell-Boltzmann

e*Z—EF
P = - (1.10)
e kT

12
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Fiir die mittlere Energie eines Ostzillators ergibt sich

a8 €n a8 nhv oo
> €ne kT > ne kT > na”
€ = Y =t = " : (1.11)
e~ w > e kT dooan
n=0 n=0 n=0
mit
—hv
xr=eFl . (1.12)
Fiir |z| < 1 gilt (geometrische Reihe)
oo
Q-2 = 14+z+2°4+... = Zx"
n=0
oo oo
d d d
n o __ n o __ n o __ —1
Zn-x = Zx@x —x(@ Zx —x(a>(1—x)
n=0 n=0 n
x
= —. 1.13
Damit erhalten wir fiir die mittlere Energie eines Oszillators
T
1 — X 1 — e kT
und fiir die Energieverteilung (mit dN, = i—gﬂdu)
8rhid e
dU = &N, = T2 T gy (1.15)

A 1w
Die Energiedichte als Funktion der Frequenz ist also

8rhy? e_k_};
pv) = = = (1.16)
—e

bzw. als Funktion der Wellenlénge (mit |dv| = -5)

—hc
8mThe  eXkT
) = 5 T (1.17)

1 — exkT

Dieses ist das Plancksche Strahlungsgesetz, das die gemessene Energieverteilung der
Strahlung eines schwarzen Korpers richtig wiedergibt.

Fiir kleine Wellenldngen (A — 0) gilt

8whe _ ne
p(\) ~ 7;_5%—3@ . (1.18)

13
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Am Maximum dieser Funktion muf} ihre Ableitung verschwinden:

Ip(A) he 8mhe _ he
— _5_|_m X Te T = (. (1.19)

oA

Daraus folgt das Wiensche Verschiebungsgesetz:

AmaeD = = const. (1.20)

c
5k
Empirisch erhilt man aus Wiens Gesetz h =~ 6.7 x 10734.Js. Der genaue Wert ist
heute h = 6.62618 x 10734.Js. Die Energiequanten sind also auBerordentlich klein;
fiir eine horbare Schwingung von 1000 Hz ist der Abstand zweier benachbarter
Energieniveaus 1073! Joule, eine unvorstellbar kleine Grife!

Fiir grofle Wellenldngen bzw. kleine Frequenzen folgt durch Reihenentwicklung der
Exponentialfunktionen und Abbruch nach dem zweiten Glied
8tv2kT

limdU = ——g—dv (1.21)

Dies ist das Rayleigh-Jeansche Gesetz, und wir verstehen jetzt, warum es nur fiir
kleine Frequenzen gilt.

1.2 Wairmekapazitiaten von Festkorpern

Nach Dulong-Petit ergibt sich die innere Energie eines Festkorpers durch Gleichver-
teilung der Energie auf die 3N — 6 ~ 3N Schwingungsfreiheitsgrade. Jede Schwin-
gung enthélt danach die Energie k1. Pro Mol betrigt die innere Energie

U = 3NpkT = 3RT, (1.22)

wobei N = 6,022 x 1023 Mol™! die Loschmidtsche Zahl darstellt. Fiir die molare
Warmekapazitit bei konstantem Volumen ergibt sich damit ein von der Temperatur
unabhéngiger konstanter Wert
oUu
C, = — = 3R. 1.23
v aT (1.23)
Dieses Dulong-Petitsche Gesetz war in Ubereinstimmung mit Experimenten, die
bei Raumtemperatur durchgefithrt wurden. Spétere Messungen ergaben aber ein
vollig anderes Verhalten bei tiefen Temperaturen (siche Abb. 1.3). Danach geht
die molare Warmekapazitit von Festkorpern fiir T' — 0 gegen Null. Dieser Befund
konnte mit Hilfe der klassischen Theorie nicht erkléirt werden.

Im Jahre 1906 machte Einstein eine der Planckschen Hypothese analoge Annahme:
Anstelle der mittleren Energie kT ordnete er jedem Schwingungsfreiheitsgrad die
Energie (sieche Gl. (1.14))

¢ = hu{%} (1.24)

14
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1.2
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1.0 -
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Abbildung 1.3: Temperaturabhéngigkeit der Warmekapazitit von Festkorpern

zu. Damit ergibt sich

2 (5]
c, = 3R(%E> exp () -5 (1.25)
(1—exp(9TE)>
wobei
hv
op = = (1.26)

als Finstein- Temperatur bezeichnet wird. Dieses Gesetz ist in qualitativer Uber-
einstimmung mit dem Experiment. Gewisse Abweichungen bei niedrigen Tempe-
raturen konnen darauf zuriickgefiihrt werden, dafl die 3N Oszillatoren nicht vollig
unabhéngig sind. Fiir den Grenzfall hoher Temperaturen folgt durch Reihenent-
wicklung und Grenzwertbildung das Dulong-Petitsche-Gesetz, C, = 3R.

Ebenso wie bei der Planckschen Theorie der Schwarzkorperstrahlung wird auch hier
die Anregung der Schwingungsmoden bei tiefer Temperatur dadurch verhindert,
daB fiir jeden Schwingungsfreiheitsgrad eine Mindestenergie hrv aufgebracht werden
muf. In der klassischen Theorie dagegen kénnen die Oszillatoren bereits bei Zufuhr
beliebig kleiner Energien angeregt werden.

15
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1.3 Der photoelektrische Effekt

Einen weiteren Hinweis auf die Quantisierung der Energie ergab der photoelektri-
sche Effekt. Experimentell wurde gefunden, dafl bei Bestrahlung einer Metallober-
fliche mit UV-Licht Elektronen freigesetzt werden. Allerdings tritt dieser Effekt
erst ab einer gewissen Mindestfrequenz der einfallenden Strahlung auf. Einstein er-
klarte diesen Effekt 1905 mit der Annahme, dafl das Strahlungsfeld quantisiert sei,
d.h. da Strahlung Energie nur in gewissen kleinsten Einheiten hv, den Lichtquan-
ten, aufnehmen oder abgeben kann. Ein Elektron kann erst dann aus der Metallo-
berfliche herausgeschlagen werden, wenn die Energie des Lichtquants mindestens
so grof} wie die Austrittsarbeit ¢p(M) ist. Diese Austrittsarbeit ist fiir jeden Stoff ei-
ne charakteristische Grofle. Die Differenz der Energie des einfallenden Lichtquants
entspricht der kinetischen Energie des freigesetzten Elektrons:

%mev2 = hv—¢(M). (1.27)

Die kinetische Energie steigt linear mit der Frequenz an, ist jedoch unabhéngig von
der Intensitét des eingestrahlten Lichts (siehe Abb. 1.4). Die Intensitéit beeinfluft
nur die Anzahl der freigesetzten Elektronen.

1 Kinet. Energie
der Elektronen

@ (M) Frequenzv @ (My

|

Abbildung 1.4: Kinetische Energie der Photoelektronen als Funktion der Photo-
nenfrequenz

Diese Erklarung von Einstein impliziert, daf} ein einziges Lichtquant seine gesamte
Energie an ein Elektron abgeben kann. Dies erscheint nur dann méglich, wenn sich
das Lichtquant wie ein rdumlich eng begrenztes Teilchen verhélt. Nach Lewis (1926)
werden diese Lichtteilchen als Photonen bezeichnet. Die Teilchennatur des Lichts
widersprach zunéchst der allgemein akzeptierten Vorstellung, dafl Licht Wellenna-

16



1.4 Der Compton-Effekt

tur besitzt. Tatséichlich wissen wir heute, daf sich Licht sowohl wie eine Welle als
auch wie ein Teilchen verhalten kann. Eine Erklarung fir diesen Welle-Teilchen-
Dualismus werden wir spéter kennenlernen.

1.4 Der Compton-Effekt

Ein direkter Beweis dafiir, daf} sich ein Lichtquant unter Umstéinden wie ein Teil-
chen verhilt, wurde 1922 experimentell von Compton gefunden. Wenn Photonen
Teilchen sind, sollten sie auch einen Impuls besitzen, und dieser Impuls sollte sich
nach den Gesetzen der Impulserhaltung auf andere Teilchen {ibertragen lassen.
Nach der Relativitdtstheorie von Einstein ist die Energie eines Teilchens

E = m2ct +p2c2. (1.28)
Fiir ein Photon mit Masse m = 0 ergibt sich

E = pc = hv. (1.29)
Somit besitzt ein Photon den Impuls

p = —. (1.30)

Streut man Licht an einem Elektron, so kann ein Teil dieses Impulses auf das Elek-
tron iibertragen werden. Dabei reduziert sich der Impuls und damit die Frequenz
des Photons (siche Abb. 1.5).

A

|

A

Abbildung 1.5: Der Compton-Effekt

Mit Hilfe der Energie- und Impulserhaltungssétze ergibt dich fiir die Verschiebung
der Wellenlénge
2h 1
Ap— AN = sin? =0 , (1.31)

MeC 2

wobei m, die Masse des Elektrons und 6 den Streuwinkel, um den das Photon
von seiner urspriinglichen Bahn abgelenkt wird, darstellt. Je nachdem aus welcher
Richtung man das gestreute Licht beobachtet, findet man also eine leicht verscho-
bene Wellenlénge oder Frequenz. Dieser Effekt wird als Compton-Effekt bezeichnet.
Klassisch ist h = 0 und somit die Frequenzverschiebung Null.
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1  Wege zur Quantentheorie
1.5 Atomspektren und das Bohrsche Atommodell

Die Absorptions- oder Emmissionsspektren von Atomen weisen diskrete Linien auf.
Fiir das H-Atom lassen sich die Wellenlédngen der Linien der Balmer Serie mit Hilfe
der Formel

1 11
T = Bu <§_§> (1.32)

beschreiben. Ry = 1.09678 x 10° cm™! ist die Rydberg-Konstante. Rydberg ver-
allgemeinerte dieses Resultat und stellte 1890 folgende Regel auf: Die Spektren von
Atomen zeigen Serien von Linien, die als Funktionen ganzer Zahlen dargestellt
werden konnen. 1908 postulierte Ritz, dafl sich die Frequenz jeder Spektrallinie
als Differenz zweier Terme schreiben lafit (Ritzsches Kombinationsprinzip). Jeder
Term kann dabei zu vielen Linien beitragen, wodurch die Komplexitét und Vielfalt
der Spektren zustande kommt. Unter einem Term versteht man ein Energieniveau,
dessen Energie im allgemeinen in Einheiten von Wellenzahlen ( em ™! ) angegeben
wird.

Diese Befunde, die mit der Struktur der Atome zusammenhéngen miissen, konnten
klassisch nicht verstanden werden. Aus Experimenten, bei denen diinne Materie-
schichten mit a-Strahlen beschossen wurden, folgerte Rutherford, dafl die Atome
aus positiv geladenen Kernen und negativen Elektronen bestehen. Nach dem Ru-
therfordschen Atommodell kreisen die Elektronen auf elliptischen Bahnen um den
Atomkern, dhnlich wie sich die Planeten um die Sonne bewegen. Die Elektronen
werden dabei durch die Coulombsche Anziehungskraft, die der Fliehkraft entgegen
wirkt, auf ihrer Bahn gehalten. Allerdings ist dieses Modell physikalisch nicht halt-
bar: da die Elektronen auf ihrer Kreisbahn eine beschleunigte Bewegung ausfiihren,
miissen sie nach den Gesetzen der Elektrodynamik Strahlung abgeben. Man kann
abschiitzen, daf ein Atom nur etwa 10~8 Sekunden existieren konnte; es giibe also
keine stabilen Atome.

Dieser Widerspruch fiihrte Niels Bohr 1913 zur Aufstellung folgender Postulate, in
der die Plancksche Quantenhypothese mit einbezogen wurde:

1.) Die klassische Mechanik und die elektrostatischen Gesetze beschreiben die sta-
tiondren Bahnen der Elektronen.

2.) Das Verhéltnis der Elektronenenergie zur Umlauffrequenz ist ein ganzes Vielfa-
ches von h. Fiir Kreisbahnen bedeutet dies, daf3 der Drehimpuls des Elektrons ein
ganzes Vielfaches von h = h/2m ist, d.h. es sind nur bestimmte diskrete Energie-
werte fiir die stationdren Bahnen erlaubt.

3.) Energie wird nur ausgestrahlt, wenn Elektronen zwischen stationdren Bahnen
iiberwechseln.

4.) Bei einem Ubergang wird Strahlung der Frequenz v = AFE/h aufgenommen
oder abgegeben.

Unter Annahme dieser Postulate folgt fiir die Energien der stationéiren Zustédnde
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1.6 Die Wellennatur der Materie

des H-Atoms

4
e
E, = ——— 1.33
" 8n2h263 ( )

mit der reduzierten Masse

MMy
= — - 1.34
a Me + My ( )

und den Quantenzahlenn = {1,2,3...}. g ist die Dielektrizitéitskonstante im Vaku-
um mit einem Wert von ey = 8.854 AsV ~!m~!. Ubergiinge zwischen verschiedenen
Zustéinden mit den Quantenzahlen 1y und ny sind mit Frequenzen

4
_ ue 1 1
- (i) (g ) 19

erlaubt. Die oben erwdhnte Balmer Formel ergibt sich fiir no = 2. Die Bohrsche
Theorie war ein erster Schritt in Richtung auf die quantenmechanische Behandlung
von Atomen und Molekiilen. Allerdings ist das Bohrsche Atommodell aus heutiger
Sicht unhaltbar, da es mit der Heisenbergschen Unschérferelation (s.u.) nicht ver-
einbar ist. Auflerdem vermag das Modell weder die Feinstruktur im Spektrum des
H-Atoms noch die Spektren von Mehrelektronenatomen zu beschreiben. Auch die
chemische Bindung kann mit diesem Modell nicht erkléirt werden.

1.6 Die Wellennatur der Materie

1924 postulierte de Broglie, dafl jedem bewegten Teilchen mit Impuls p eine Welle
zugeordnet werden kann, die die Wellenlédnge

h
A= = 1.36
» (1.36)

besitzt. Fiir Elektronen wurde diese De Broglie Beziehung von Davisson und Ger-
mer durch Elektronenbeugung an Einkristallen (1927) und von G. P. Thomson
und Rupp (1928) durch die Beobachtung von Debye-Scherrer-Ringen bei Durch-
tritt eines Elektronenstrahls durch diinne Schichten von polykristallinen Materia-
lien bewiesen. Fiir diese Experimente, bei der die Wellennatur der Elektronen un-
tersucht wurde, erhielt G. P. Thomson den Nobelpreis. Interessant ist, daf} sein
Vater, J. J. Thomson, 1897 den Nobelpreis fiir die Entdeckung der Elektronen als
Teilchen in Kathodenstrahlen erhalten hat.

Diese Beobachtungen fiihrten schliellich zu den Postulaten der Quantenmechanik
und der Formulierung der Quantentheorie durch Heisenberg (1926) und Schrodinger
(1926).
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1  Wege zur Quantentheorie

1.7 Die Unscharferelation

Der Welle-Teilchen-Dualismus fiihrt bereits qualitativ zum Heisenbergschen Un-
schérfeprinzip. Kann der Ort eines Teilchens, das Wellennatur besitzt, exakt be-
stimmt werden? Eine lokalisiertes Wellenpaket kann man nur durch Uberlagerung
sehr vieler Wellen mit verschiedenen Wellenléingen erhalten. Dabei 16schen sich die
Wellen fast iiberall durch Interferenz aus; nur in einem bestimmten Bereich, der
sich mit der Zeit bewegt, erfolgt Verstirkung (siehe Abb. 1.6). Wenn aber jeder
Wellenlénge entsprechend der de Broglie-Beziehung ein Impuls p = % zugeordnet

werden kann, bedeutet dies, dafl eine Impulsverteilung vorliegt, die um so breiter

Abbildung 1.6: Ein lokalisiertes Wellenpaket

ist, je genauer der Ort bestimmt werden soll (Orts-Impuls-Unschérfe).

Allgemein wurde von Heisenberg gezeigt, dafl bestimmte Paare von Observablen
(MeB3groBlen) nicht gleichzeitig exakt bestimmt werden koénnen. Es handelt sich
hierbei nicht um eine Unzulénglichkeit der Messung oder der MeBapparatur, son-
dern um eine grundlegende Eigenschaft der Materie, die aus den Postulaten der
Quantenmechanik folgt. Die Unschérferelation widerspricht dem klassischen Kau-
salitdtsprinzip und bedeutete einen Umbruch im Weltbild der Physik. Wir werden
im Abschnitt 4.3 mathematisch zeigen, dafl die Heisenbergsche Unschérferelation
eine direkte Konsequenz der Postulate der Quantenmechanik ist.
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2 Die Postulate der Quantenmechanik

2.1 Die Bornsche Interpretation der Wellenfunktion

Im vorigen Kapitel haben wir einige Experimente kennengelernt, die zeigen, dafl
bewegte Teilchen unter Umstédnden Eigenschaften einer Welle besitzen. Die Wel-
lenlénge ist umgekehrt proportional zum Impuls, A = h/p. Ein lokalisiertes Teilchen
kann durch ein Wellenpaket, das durch Uberlagerung vieler Wellen mit etwas un-
terschiedlichen Wellenldngen besteht, beschrieben werden. Grundsétzlich gilt, dafl
Impuls und Ort nicht gleichzeitig exakt bestimmt werden kénnen (Heisenbergsche
Unschérferelation).

Diese Ergebnisse fiihrten Max Born zu folgender Hypothese: jedes Teilchen wird
durch eine Wellenfunktion U(r,t) beschrieben. Die Wahrscheinlichkeit, das Teil-
chen zur Zeit t in einem kleinen Volumenelement dr am Ort r zu finden, ist
|U(r,t)|?dr = U*(r,t)¥(r,t)dr. Das Betragsquadrat der Wellenfunktion, ¥*¥,
wird als Wahrscheinlichkeitsdichie interpretiert.

Diese Bornsche Interpretation der Wellenfunktion hat einige wichtige Konsequen-
zen. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, ist gleich
1. Hieraus folgt, da das Integral [ W*Wdr existieren und gleich 1 sein muf

o0
/ U*(r,t)U(r, t)dr = 1. (2.1)
—0o0

Hier wird iiber den gesamten Raum, der dem Teilchen zugéinglich ist, integriert.
Weiterhin mufl die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zu einer bestimmten Zeit an
einem Ort zu finden, eindeutig sein, d.h. V*¥ muf eine eindeutige Funktion von r
und ¢ sein. SchlieBlich ist (bei Vernachlédssigung relativistischer Effekte) die Wahr-
scheinlichkeit, das Teilchen irgendwo zu finden, zeitlich unabhéngig, d.h.

a o
— / U*(r,t)¥(r,t)dr = 0. (2.2)
ot J_
Es sei darauf hingewiesen, daf sich die Bornsche Interpretation der Wellenfunktion
nicht ad hoc beweisen 1483t. Sie gibt auch noch keine Auskunft dariiber, wie sich die

Wellenfunktion berechnen 148t.

2.2 Die zeitabhdngige Schrédinger-Gleichung

In diesem Abschnitt werden wir die Schédinger-Gleichung kennenlernen, durch de-
ren Losung man die Wellenfunktion W erhalten kann. Es sei vorausgeschickt, dafl
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2 Die Postulate der Quantenmechanik

man die Schrodinger-Gleichung ebensowenig ,,ableiten“ kann wie die Newtonschen
Gesetze der klassischen Mechanik. In beiden Féllen handelt es sich um Postulate,
auf deren Basis eine Theorie entwickelt wird, die man letztlich nur durch den Ver-
gleich mit Experimenten verifizieren oder widerlegen kann. Trotzdem wollen wir
versuchen, Beziige zur Wellenoptik und zur klassischen Mechanik herzustellen, die
die Einfiihrung der Schrédinger-Gleichung etwas plausibel machen.

Ein Lichtstrahl breitet sich von einem Punkt A nach B derart aus, dafl die Laufzeit
minimal wird. Zum Beispiel folgt das Snelliussche Brechungsgesetz fiir die Ablen-
kung eines Lichtstrahls beim Ubergang von einem Medium mit Brechungsindex n;
in ein anderes mit Brechungsindex ng

sin o n9

_ 2.3
sin ﬂ n1 ( )
aus der Beziehung
c
- = 2.4
Ui .y (2.4)

wobei v; die Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium mit Brechungsindex n; ist,
a der Einfallswinkel, und 3 der Brechungswinkel (siehe Abb. 2.1).

A

ny Ny

Abbildung 2.1: Snelliussches Brechungsgesetz

Eine Welle kann an einem Ort = zur Zeit ¢t durch ihre maximale Amplitude A, ihre
Frequenz v und die Phase 2mwx /) beschrieben werden

U(z,t) = Ae2miWHz/A) (2.5)
Damit folgt fiir zwei Punkte x1 und x5 die Beziehung
(xg,t) = e2™@2=20)/A (g 1)
e W(xy,t) (2.6)

22



2.2 Die zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung

Die dimensionslose Grofle ¢ = 2m(xg2 — x1)/A wird als Phasenlinge des Weges von
x1 nach x9 bezeichnet. Hier haben wir angenommen, dafl der Brechungsindex und
somit die Wellenléinge zwischen x; und zs konstant sind. Unter Verwendung der
Beziehungen v = Av = ¢/n und w = 27v ergibt sich allgemeiner fiir die Phasenlénge
von x1 nach zo das Wegintegral

o= /:2 n(z)dz . (2.7)

Der Wert des Integrals hédngt vom Integrationsweg ab. Fiir die Laufzeit von x; nach
xo folgt

t = 2. (2.8)

Da die Kreisfrequenz w eine Konstante darstellt, wird die Laufzeit genau dann mi-
nimal, wenn der Integrationsweg so gewihlt wird, dal die Phasenldnge minimal
wird. Dieses Fermatsche Prinzip der minimalen Laufzeit kann im Wellenbild da-
durch erklért werden, daf§ fiir alle anderen Wege Ausloschung durch Interferenz der
auf benachbarten Wegen laufenden Wellen stattfindet.

Analog zum Fermatschen Prinzip, das die Ausbreitung von Wellen beschreibt, gibt
es in der klassischen Mechanik das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung.
Danach bewegt sich ein Teilchen von x1 zur Zeit t1 nach xo zur Zeit to derart, daf
die Wirkung S

to
S = / Ladt (2.9)
t1

minimal wird. L ist die Lagrange-Funktion
L(z,z,t) = T-V. (2.10)

Hier ist v(t) = @(t) = 0x(t)/0t die Geschwindigkeit des Teilchens zur Zeit ¢, T'(&,t)
die kinetische Energie und V(x) die potentielle Energie am Ort z. Die Wirkung
S wird genau dann minimal, wenn fiir jeden Punkt des Weges die Lagrangesche
Bewegungsgleichung

OL d*L
— | = 2.11
( Oz ) (Gtajz ) (2.11)
erfiillt ist. Zur Vereinfachung betrachten wir im folgenden nur die eindimensionale
Bewegung eines Teilchens mit Masse m. In diesem Falle ist die Lagrange-Funktion

L= %ma’vz —V(z) (2.12)

@ --@-
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2 Die Postulate der Quantenmechanik

F ist die Kraft, die am Ort x auf das Teilchen wirkt. Fiir die rechte Seite von
Gl (2.11) ergibt sich

9’L oic
— =) = mb 2.14
<8t83§> m(m) e (2.14)
wobei b die Beschleunigung des Teilchens darstellt. Die Lagrangesche Bewegungs-
gleichung ergibt also das bekannte Newtonsche Bewegungsgesetz

F=mb. (2.15)
FEine Welle breitet sich derart aus, daf§ die Phasenlénge ¢ minimal wird, wihrend

fiir ein Teilchen die Wirkung S minimal ist. Der Teilchen-Welle-Dualismus fiihrt
nun zu der Annahme, daf§ ¢ proportional zu S ist. Tatséichlich fithrt die Hypothese

» = — (2.16)
mit i = h/2r zu Ubereinstimmung mit dem Experiment. Damit folgt

U(zg,ts) = MUz, t). (2.17)
Durch Ableitung nach to erhélt man

a8 A
(6_752) ezs/h\I/(.%'l, tl)

— % (g_i) U (29, t2) - (2.18)

Da diese Gleichung fiir beliebige Zeiten to gilt, konnen wir allgemeiner schreiben

0
6_152\:[](.%.27252) =

LS| s

%\Il(x,t) _ %(%) Wz, t) . (2.19)

Schliefllich gilt klassisch die Beziehung

<%—‘t9> = —H. (2.20)

Hier ist H die klassische Hamiltonsche Funktion, die die Summe aus kinetischer
und potentieller Energie, also fiir die hier betrachteten Systeme die Gesamtenergie
E des Systems, darstellt:

H=T+V=F. (2.21)

Es ergibt sich also formal

0 i
o Y1) =~ HY (1) (2.22)
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2.3 Der Hamilton-Operator

Diese Gleichung haben wir durch eine etwas willkiirlich erscheinende Verquickung
von klassischer Mechanik und klassischer Wellenoptik erhalten. Tatséchlich hat sie
so auch noch keinen Sinn. Schrodinger hat erkannt, daffl man eine Wellengleichung
erhélt, wenn man die Hamiltonsche Funktion durch den Hamilton-Operator H

h? 92

>

ersetzt (der Operator ist hier nur fiir eine Dimension und ein Teilchen angegeben).
Dies ergibt die zeitabhdngige Schridinger-Gleichung

HU(z,t) = ih (%) U(z,t) . (2.24)
Auf die Form des Operators H wird im niichsten Abschnitt niher eingegangen.
Zuvor sei nochmals betont, dafl wir in diesem Abschnitt die Schrédinger-Gleichung
nicht wirklich abgeleitet haben, da mehrere willkiirliche Annahmen gemacht wur-
den. Analoge Betrachtungen haben aber letztlich zur Postulierung der Schréodinger-
Gleichung gefiihrt.

2.3 Der Hamilton-Operator

Die klassische Mechanik erlaubt den Ort z(¢) und den Impuls p(t) = ma(t) zu
jedem Zeitpunkt eindeutig zu bestimmen, wenn die Krifte, die auf das Teilchen
wirken, vollstdndig bekannt sind. Die Bewegung des Teilchens gehorcht dann den
Newtonschen Bewegungsgesetzen, z.B.

d*x
Insbesondere gilt auch
p(t)a(t) —x(t)p(t) = 0. (2.26)

Wir haben gesehen, daf3 dieses klassische Bild quantenmechanisch nicht haltbar ist.
Nach der Heisenbergschen Unschérferelation kénnen Ort und Impuls nicht gleichzei-
tig mit beliebiger Genauigkeit gemessen werden. Um dieses Problem zu 16sen, stellte
Heisenberg folgende Hypothese auf: Ort und Impuls werden durch zwei Groflien &
und p représentiert, die die Kommutatorbeziehung

Tp—pxr = ih (2.27)
erfiillen. Z und p konnen also nicht wie in der klassischen Mechanik einfache Funk-

tionen der Zeit sein. Moglich wére dagegen, dafl beides Matrizen sind, da Matrizen
i.A. nicht kommutieren. Diese Annahme fiihrt zur Matriz-Mechanik und dem sog.
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2 Die Postulate der Quantenmechanik

Heisenberg-Bild. Moglich ist auch, daf§ £ und p Operatoren darstellen (Schrédinger-
Bild). Operatoren sind Rechenvorschriften, die auf eine Funktion angewandt wer-
den. Wahlt man

T = x
h 0 L 0

S
Il

erhalten wir bei Anwendung der Produkte Zp und pz auf eine Funktion ¥ mit Hilfe
der Produktregel fiir die Differentiation verschiedene neue Funktionen:

¥ = ?m?—i

pIv¥ = ;{\Il—f—:cg—i} (2.29)
Es gilt also

[Zp —pz] ¥ = —?\I’ = h¥ . (2.30)

Da dieses Resultat fiir jede beliebige Funktion ¥ gilt, ist Gl. (2.27) erfiillt. Im
néichsten Abschnitt werden wir sehen, was diese Operatoren mit den Mefigréfien
x und p zu tun haben. Es sei an dieser Stelle erwidhnt, dal die oben angegebe-
nen Operatoren nicht die einzig moégliche Wahl darstellen. Aquivalent zur obigen
Ortsdarstellung ist zum Beispiel die Impulsdarstellung

p = p
h O

i 2.31

=
I

da diese Operatoren die gleiche Kommutatorbeziehung erfiillen.

Ebenso wie Ort und Impuls wird in der Quantenmechanik jede andere Meflgrofie
durch einen Operator représentiert. Diese Operatoren miissen so konstruiert wer-
den, daf sie mit Gl. (2.27) konsistent sind; tatséichlich lassen sich fast alle Opera-
toren durch den Ortsoperator £ und den Impulsoperator p ausdriicken.

Die wichtigste Observable ist die Gesamtenergie E eines Systems, die die Summe
der kinetischen und der potentiellen Energie darstellt. Klassisch wird diese Grofie
durch die Hamilton-Funktion H = T 4 V beschrieben. Fiir die Bewegung eines
Teilchens in einer Dimension ist die kinetische Energie T'

T = gt = o (2.32)

Ho= T v, (2:33)
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2.4 Die Postulate der Quantenmechanik

Quantenmechanisch erhalten wird den entsprechenden Hamilton-Operator durch

Ersetzen von p durch den Operator p = %a%:
A h? 0?
H = ——+V(x). 2.34
592 TV (@) (2.34)

Analog ergibt sich fiir die Bewegung eines Teilchens in drei Dimensionen

R h(fo 0O 0 h .
0? 0? 0?
2 A oa 2 Y v v — _ 52y, — _$2v72
p° — Pp-p h <8x2+8y2+az2) h*vV -V h*V< . (2.35)
- n? [ 92 0? 0? 12
H — o - - R = - 2 2.
- (8902 + oy + 8z2> +V(x) 2mV +V(x) (2.36)

Der vektorielle Operator V wird als Gradient oder auch als Nablaoperator und der
skalare Operator V? als Laplace-Operator bezeichnet. Statt V2 wird oft auch A
geschrieben. A wird als Laplaceoperator bezeichnet.

2.4 Die Postulate der Quantenmechanik

Wie bereits mehrfach betont, haben wir die in Abschnitt 2.2 eingefiihrte Schrédinger-
gleichung und den Hamilton-Operator nicht wirklich abgeleitet, sondern mit Hilfe
einer Reihe von mehr oder weniger plausiblen Annahmen erhalten. In diesem Ab-
schnitt wollen wir diese Ergebnisse in Form von Postulaten zusammenfassen und
noch etwas erweitern. Auf der Basis dieser Postulate werden wir dann in den fol-
genden Kapiteln eine konsistente Theorie ableiten, die bisher in vélliger Uberein-
stimmung mit allen bekannten Experimenten ist'. Nur diese nachtriglich erhaltene
Ubereinstimmung bestitigt die Giiltigkeit der nachfolgenden Postulate.

Postulat 1:

Der Zustand eines Systems wird vollstéindig durch eine Wellenfunktion ¥ (x4, ...,
xn,t) beschrieben. Hier sind x; die Koordinaten des Teilchens i (Elektronen und
Kerne inklusive Spin) und ¢ ist die Zeit. Im folgenden fassen wir die Koordinaten
{x;} in einem Vektor x zusammen.

Die Wellenfunktion W(x,t) ist Losung der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung
~ ov
HY = h— 2.37
h—, (2.37)
Postulat 2:

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion U*(x,¢)¥(x,t) entspricht der Wahrschein-
lichkeitsdichte des Systems am Ort x zur Zeit ¢ (Bornsche Interpretation). Hieraus
folgt, dal die Wellenfunktion normierbar (quadratisch integrierbar), eindeutig und

Von relativistischen und quantenelektrodynamischen Effekten wollen wir hier einmal absehen
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2 Die Postulate der Quantenmechanik

stetig sein muf. Die zweiten Ableitungen nach den Ortskoordinaten miissen exi-
stieren.

Postulat 3:

Observablen (MefigroBen) werden durch hermitesche Operatoren représentiert, die
meistens aus dem Ortsoperator £ und dem Impulsoperator p konstruiert werden
konnen. Diese miissen der Kommutatorregel

ip — pi = ih (2.38)

geniigen. Hermitesche Operatoren werden im Kapitel 3.3 ndher behandelt.
Postulat 4:

Der Mittelwert < 2 > einer Grofle €2, den man bei Durchfithrung sehr vieler Mes-
sungen erhiélt, ist der Erwartungswert

<Qt)> = /dx T*(x, 1) QU(x, 1) . (2.39)

Hierbei wird {iber den gesamten Raum integriert, der dem System zuginglich ist
(einschlieflich klassisch verbotener Zonen!)

Spéter werden wir noch folgendes Zusatzpostulat kennenlernen, daf3 wir hier schon
der Vollstéandigkeit halber erwéhnen:

Postulat 5:

Die Wellenfunktion mufl antisymmetrisch beziiglich Vertauschung zweier identi-
scher Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen) und symmetrisch beziiglich Ver-
tauschung zweier identischer Teilchen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) sein (Pauli-
Prinzip).

2.5 Die zeitunabhangige Schrédinger-Gleichung

In den meisten praktischen Anwendungen ist das Potential V' und damit H zei-
tunabhéngig. In diesem Fall 148t sich die Schrédinger-Gleichung separieren. Wir
machen den Ansatz (zur Vereinfachung in einer Dimension)

U(a,t) = (@)l . (2.40)
Finsetzen in die Schrédinger-Gleichung ergibt
n? 0*(a)

Com 02

FV@e)| = ~Tuw 0. (2.41)

o0 |
Nach Division beider Seiten durch ¥(x,t) = ¢(z)¢(t) erhalten wir

1 h? 0%4)(x) ho 1 0¢(t)
— |- = 2.42
e [ om 0a2 V(ﬂ”mx)] L) ot (242)
Die linke Seite der Gleichung héngt jetzt nur noch von x ab, die rechte nur von
t. Die Gleichung kann nur dann fiir beliebige x,t erfiillt sein, wenn beide Seiten
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2.5 Die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung

konstant sind; die Konstante nennen wir E. Damit erhalten wir zwei unabhéngige
Gleichungen

;; 828% D V@] = B = B (2.43)
hOo(t)
ot E¢(t) . (2.44)

Die erste Gleichung wird als zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung bezeichnet. Sie
hat die Form einer Eigenwertgleichung. Wir werden spéter sehen, daf} sie im all-
gemeinen unendlich viele Losungen besitzt; abhéngig von der Form des Potentials
V(z) sind dabei unter Umsténden nur bestimmte Werte E erlaubt. Wir wollen die
Losungen durch eine Quantenzahl n voneinander unterscheiden (tatséchlich sind
hiufig mehrere Quantenzahlen erforderlich); eine Lésung besteht aus dem Figen-
wert E,, und der zugehorigen Figenfunktion 1, (x). Ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit nehmen wir an, da§ die Eigenfunktionen v, (z) normiert und orthogonal
sind (vergl. Abschnitt 3.1), d.h.

/@bn Y (z = 1, (2.45)

/w:n(x)wn(x)dx = 0 fiir m #n . (2.46)
Gleichung 2.44 hat die Losungen

onlt) = el (2.47)
so daf3

U2, t) = n(x)e 700t (2.48)

Man iiberzeugt sich leicht, daf} jede beliebige Linearkombination dieser Funktionen
mit zeitunabhéngigen Koeffizienten a,, ebenfalls eine Losung der zeitabhéngigen
Schrédinger-Gleichung darstellt. Die allgemeine Losung lautet also

Z anwn(x)e*%E"t . (2.49)

Da die Wellenfunktion normiert sein soll, folgt

/\I/*(x £ Z lanf? = (2.50)

d.h. die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im Raum zu finden, ist zeitunab-
hiingig. Das Betragsquadrat |a,,|? ist die Wahrscheinlichkeit, das System unabhsingig
vom Ort im Zustand n zu finden. Die Wahrscheinlichkeitsdichte an einem bestimm-
ten Ort x ist nach der Bornschen Interpretation

U*(x, t)¥ Za ani( )+ Z @ A (2) i (2 )eh(E” Em)t

n#m

(2.51)
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2 Die Postulate der Quantenmechanik

Falls nur ein a, von Null verschieden ist, folgt a,=1 und

V(e )W t) = (o)) | (2.52)

d.h., die Wahrscheinlichkeitsdichte ist an jedem Ort zeitunabhdngig. Die Funktionen
() beschreiben daher stationdre Zustinde. Wenn mehrere a,, von Null verschie-
den sind, oszilliert das System zwischen den stationdren Zustinden hin und her.

Die Eigenwerte F, der zeitunabhéngigen Schriédinger-Gleichung entsprechen den
Erwartungswerten des Hamilton-Operators:

/ Vi (z)Hipy(x)de = B, / Vi (2)n(z)de = E, (2.53)

Da H die Gesamtenergie des Systems reprisentiert, entsprechen die F,, den erlaub-
ten Gesamtenergien des Systems.

2.6 Quantisierung

Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir die Bewegung eines Teilchen in ei-
ner Dimension kann wie folgt umgeschrieben werden

d>v 2m
pr i <?> (V-E)V. (2.54)
Die zweite Ableitung (die Kriimmung) der Wellenfunktion nach der Ortskoordinate
ist also proportional zur Wellenfunktion selbst und proportional zu V' — E. Dabei
bringt eine Anderung der Wellenfunktion ¥ natiirlich auch eine Anderung der Ge-
samtenergie E mit sich und umgekehrt, so dafl die beiden Proportionalititen nicht
voneinander unabhéngig sind. Klassisch ist dem Teilchen nur der Bereich zuging-
lich, fiir den £ > V gilt; die quantenmechanische Wellenfunktion kann dagegen
auch in bestimmten Bereichen der klassisch verbotenen Zonen endlich sein (Tun-
neleffekt). Wir betrachten qualitativ drei Fille:

a) Das Potential ist bei kleinem x sehr grof und féllt mit zunehmendem x monoton
gegen Null ab (Abb. 2.2). Fiir z = 0 sei das Potential unendlich, so da§ die Aufent-
haltswahrscheinlichkeit und damit die Wellenfunktion an diesem Ort verschwinden
miissen (siehe Postulat 2). Da die Schrédinger-Gleichung eine Differentialgleichung
zweiter Ordnung darstellt, kann die Wellenfunktion an jedem Ort berechnet wer-
den, wenn an einem Ort xy der Wert und die erste Ableitung der Wellenfunktion
bekannt sind. Wir wihlen den Punkt xy im klassisch erlaubten Bereich und neh-
men an, dafl die Wellenfunktion an diesem Punkt positiv ist. Da E > V ist die
Kriimmung negativ, d.h. bei einem Punkt z; > zy mul ¥ negativ werden. In
diesem Moment #ndert sich aber auch das Vorzeichen der Kriimmung, und bei
xo > x1 wird die Wellenfunktion wieder positiv. Hieraus ergibt sich bei groflen =
die Form einer stehenden Welle. Die Wellenlédnge wird um so kleiner, je grofler die
Kriimmung, d.h. je groBer die kinetische Energie T = p?/2m = E — V ist. Dies ist
konsistent mit der de Broglie Beziehung p = h/\.
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2.6 Quantisierung
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Abbildung 2.2: Losung der Schrodinger-Gleichung fiir ein ungebundenes Potential

Mit abnehmendem =z fillt die Wellenfunktion ebenfalls zunéchst ab. Das Vorzeichen
der Kriimmung &ndert sich jedoch in dem Moment, in dem die Wellenfunktion in
den klassisch verbotenen Bereich E' < V eintritt. Wie in Abb. 2.2 dargestellt, wird
die Wellenfunktion nur fiir eine ganz bestimmte Wahl der Steigung am Anfangs-
punkt gegen Null gehen. Eine zu kleine oder zu grofle Steigung am Punkt zq fiihrt
dazu, dal die Wellenfunktion im klassisch verbotenen Bereich gegen +oo strebt,
also nicht mehr normierbar ist. Solche Wellenfunktionen sind nicht akzeptabel. Die
einzige akzeptable Wellenfunktion ist diejenige, die fiir z = 0 verschwindet. In die-
sem Fall 148t sich eine solche Wellenfunktion fiir jede beliebige Energie E finden.

Betrachten wir nun Abb. 2.3. In diesem Fall steigt das Potential bei grolen x wieder
an, so daf} die Wellenfunktion sowohl bei grofien als auch bei kleinen x gegen Null
gehen mufl. Wieder kénnen wir die Steigung der Wellenfunktion am Punkt x¢ so
wiéhlen, daf die Wellenfunktion fiir x = 0 verschwindet. Diese Festlegung kann aber
dazu fiithren, dafi die Wellenfunktion bei groflen « gegen unendlich geht, d.h. nicht
akzeptabel ist. Nur fiir ganz bestimmte Werte von F kann erreicht werden, dafl
die Wellenfunktion bei groflen und kleinen x gleichzeitig gegen Null geht. Diese
Randbedingungen fithren also zu einer Quantisierung der Energie: im Gegensatz
zur klassischen Mechanik sind nicht mehr beliebige Energiewerte erlaubt, sondern
nur noch Zustdnde mit diskreten Energien.

Abb. 2.4 zeigt ein typisches Potential fiir ein zweiatomiges Molekiil als Funktion
des Kernabstandes. Oberhalb der Dissoziationsgrenze entsprechen die Verhéltnis-
se der Abb. 2.2, d.h. in diesem Bereich sind beliebige Energiewerte erlaubt und
es liegt ein Kontinuum vor. Unterhalb der Dissoziationsgrenze sind dagegen nur
diskrete Energien erlaubt. Spéter werden wir sehen, dafl diese den verschiedenen
Schwingungszustianden des Molekiils entsprechen; Ubergiinge zwischen diesen Ener-
gieniveaus werden im IR-Spektrum beobachtet.

Allgemein kann man zeigen, dafl die Wellenfunktion des Grundzustandes eines Sy-
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Abbildung 2.3: Losung der Schridinger-Gleichung fiir ein gebundenes Potential

Abbildung 2.4: Gebundene Schwingungszustinde fiir ein zweiatomiges Molekiil



2.6 Quantisierung

stems ein Extremum und keinen Knoten besitzt. Die Wellenfunktion des n-ten
Zustandes besitzt n Extrema und n — 1 Knoten. Wenn die Wellenfunktion W¥,, n
Knoten hat und ¥, 41 n + 1 Knoten, dann gilt E, < E, 1.
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3 Funktionen und Operatoren

3.1 Die Dirac’sche Bracket Schreibweise

Nach Dirac werden Wellenfunktionen héufig durch Bras oder Kets reprisentiert
(von englisch Bracket = Klammer), wobei - sofern keine Verwechslungen moglich
sind - oft nur die Quantenzahlen angegeben werden:

In>= | >= 1, : Ket
<n| =<v,| = ¢, : Bra (3.1)

n

Ein Bra bezeichnet also die komplex konjugierte Wellenfunktion oder den entspre-
chenden komplex-konjugierten und transponierten Vektor. Zusammmenfiigen eines
Bras mit einem Ket soll Integration bedeuten:

< nltom > = / W o d (3.2)

wobei {iber den gesamten Raum und alle Koordinaten integriert wird und dr das
entsprechende Volumenelement ist (z.B. dx in einer Dimension oder dz dydz in
drei Dimensionen). Man bezeichnet dies auch als ein Skalarprodukt der Funktionen
Yy, und Y,,. Spiter wird gezeigt, dafl in Basisdarstellungen die Integration durch
Bildung des Skalarprodukts der Vektoren, die die Funktionen représentieren, ersetzt
wird. Ein Vorteil der Bra-Ket-Schreibweise liegt darin, dafl es formal gleichgiiltig
ist, ob mit Funktionen oder Vektoren gearbeitet wird.

Eine Funktion (oder ein Vektor), fiir die (den) gilt

<Pnln > = 1 (3.3)

heifit normiert. Zwei verschiedene Funktionen (Vektoren) v, und t,,, deren Ska-
larprodukt verschwindet, sind zueinander orthogonal

<YPplthym > = 0 (n#m). (3.4)
Zwei Funktionen (Vektoren), fiir die gilt

<Ynlhm > = Opm (3.5)
heiflen orthonormiert. Hier ist d,,, das Kronecker Delta

= 4o as
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3 Funktionen und Operatoren

Wir betrachten jetzt Integrale iiber einen beliebigen Operator Q. Die Wirkung des
Operators auf eine Funktion 1, ergibt eine neue Funktion ¢,,

o > = Q| > . (3.7)

Damit ergibt sich formal fiir ein Integral iiber den Operator

/MKMMM-z < nlbm > = < Gl > = < n|m > (3.8)

3.2 Adjungierte Operatoren

Zwei Operatoren 2 und QF heiBlen adjungiert, wenn fiir beliebige Funktionen ¢;
und ¢9 gilt

<ol > = < allfn >* (3.9)
Sei [ >= Q\gbl >, so daf3

< $alQdr >* = <ol > = <thi|d > = < Qgildy > . (3.10)
Fiir adjungierte Operatoren gilt also

<|Qfga > = < Qpy|pa > . (3.11)

Diese Beziehung wird als ,,turn-over-rule“ bezeichnet.

3.3 Hermitesche Operatoren
Ein Operator 2 heift selbst-adjungiert oder hermitesch, wenn gilt

<$|Qepa > = < ha|Qlpy >* (3.12)
oder

< Qe > = < Q1o >, (3.13)

d.h. wenn Q = QF ist. Hermitesche Operatoren spielen in der Quantenmechanik
eine herausragende Rolle. Wir wollen einige wichtige Sdtze beweisen:

Satz 1: Die Figenwerte und Erwartungswerte eines hermiteschen Operators sind
reell.

Bewelis: Sel

an > = wn’wn >, (3.14)
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3.3 Hermitesche Operatoren

wobei w,, die Figenwerte und v, die Figenfunktionen des Operators Q) sind. Durch
Multiplikation von links mit < | erhalten wir

<Pl Qthn > = wn < Pulthn > . (3.15)

Bildet man das konjugiert komplexe dieser Gleichung, so ergibt sich

< | Qiby >* = W < Pplthn >F= Wi < Pplthn > (3.16)

Da die Norm < 1, |ty > reell ist, folgt w,, = w}, d.h. w, ist reell.

Umgekehrt kann man zeigen, daB 2 hermitesch ist, wenn seine Erwartungswerte
fiir beliebige Funktionen W reell sind. Observablen werden also durch hermitesche
Operatoren reprasentiert. Des weiteren kann gezeigt werden, dafl ein Operator Q,
der nur reelle Eigenwerte besitzt und dessen Eigenfunktionen einen orthogonalen
Satz bilden, hermitesch ist.

Beispiele:

a) Der Ortsoperator x ist hermitesch.

<l > = / V(@) T () da
- /_°°¢n<w>w:n<x>dx

- v e vatar as)
= < plx|ty >*, (3.17)

da x reell.

b) Der Operator p, = % 8% ist hermitesch.

h [ 0
<taliclin> = 3 [ @) 5l da (315)

Wir verwenden die partielle Integrationsregel

/abudv _ [uv]g—/abvdu (3.19)

mit
u(z) =) (z) , du= %d;ﬂ
v(z) =Yp(x) , dv= 652” dx (3.20)

37



3 Funktionen und Operatoren

Damit folgt
h & 0
<Onlistn> = @@~ [ o) 5 v ao)
h [ 0 *
- 2w g vl e}
= < ¢n|ﬁx|¢m >* ) (3'21)

da 1, (+00) = 0 und 8% reell. Es sollte auch beachtet werden, dafl der Operator
ha% nicht hermitesch ist, da h < @Z)m|a%|¢n >=—h < ¢n|a%|¢m >* ist.

Satz 2: Die zu verschiedenen Figenwerten w, und w,, gehorenden Eigenfunktionen
Y und Yy, eines hermiteschen Operators €0 sind orthogonal.

Beweis: Wir multiplizieren Gleichung (3.14) von links mit < )|

<Yl Qthn > = wp < plthn > . (3.22)
Analog erhalten wir

<PnlQh > = Wi < Unltom > (3.23)

Bildet man das konjugiert komplexe der letzten Gleichung und zieht das Ergebnis
von Gl (3.22) ab, so ergibt sich aufgrund von Satz 1, der Hermitezitét von Q2 und
mit

< U |thn >=< Y|ty >*:
0 = (wn—wm) <Up|thy > . (3.24)

Wenn die Eigenwerte verschieden sind, kann dies nur fiir orthogonale Funktionen
Yy, und 1, erfiillt werden, d.h.

<YPplthpy > = 0 firm#n. (3.25)

3.4 Entartete Funktionen
Linear unabhéingige Funktionen, die identische Eigenwerte besitzen, nennt man
entartet. Entartete Funktionen sind nicht notwendig orthogonal, kénnen aber durch

Linearkombination immer orthogonalisiert werden. Dies ergibt sich aus

Satz 3: Jede Linearkombination von entarteten Funktionen ist wieder eine Eigen-
funktion mit gleichem FEigenwert.

Beweis: Sei {1, } ein Satz von m linear unabhéngigen und entarteten Funktionen

Qlipy > = wlpy, > firn=1,--- ,m. (3.26)
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3.4 Entartete Funktionen

Dann folgt fiir eine beliebige Linearkombination ¥ dieser Funktionen
m m
QU > = ZQ\wn>an = UJZWn>Gn = wV¥, (3.27)
n=1 n=1

d.h. die Linearkombination ist eine Eigenfunktion mit gleichem Eigenwert.

Linear unabhéngige Funktionen kénnen z.B. mit Hilfe des Schmidt-Verfahrens or-
thogonalisiert werden:
Sei

|pr > = Nyt >
|p2 > = No(|pg > —[o1 >< P1]ha >) . (3.28)

Wir wahlen die Faktoren N7, Ny derart, daf3 die Funktionen ¢; und ¢o normiert
sind, d.h. < ¢1]|¢1 > = < ¢o|pp2 > = 1. Damit folgt

< P1lp2 > = Na(< g1l > — < ¢1]g1 >< d1lpa >) = 0. (3.29)
Weitere Funktionen lassen sich analog sukzessive orthonormieren:

n—1
|¢n > = Nn (WM > = Z |¢m >< ¢m|¢n >> . (3'30)

m=1

Damit kénnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit feststellen:

Satz 4: Die Eigenfunktionen {1} eines hermiteschen Operators bilden einen ortho-
gonalen Satz.

Ein Satz von Funktionen {1, } heifit vollstindig, wenn sich jede beliebige Funktion
U (der gleichen Dimension und im gleichen Definitionsbereich) als Linearkombina-
tion der 1, darstellen 148t:

> = > |y >an (3.31)
n=1

Man sagt auch, die Funktionen {¢,,} bilden eine volistindige Basis.

Satz 4a (ohne Beweis): Die Figenfunktionen {1} eines hermiteschen Operators
bilden einen wvollstindigen orthogonalen Satz.

Wir wollen jetzt noch zeigen, dafl fiir beliebige Funktionen ¥ und hermitesche
Operatoren O gilt

<U|0f0|w >> 0. (3.32)

Zum Beweis entwickeln wir die Funktion ¥ nach den Eigenfunktionen 1, des Ope-
rators O

<UOIOIW > = Y chem < ¢n]OTO, > (3.33)

= Zcicmwnwm < Pplthm > = Z\cn\Qwi > 0. (3.34)
nm n
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3 Funktionen und Operatoren

3.5 Der Einheitsoperator
Unter dem FEinheitsoperator I versteht man einen Operator, der keine Wirkung

zeigt, d.h. jede Funktion unverédndert 143t. Der Einheitsoperator 14t sich wie folgt
in eine vollsténdige Basis zerlegen (sogenannte Dyade, englisch dyadic product):

I= S lo><ul. (335)
k

Dies wird auch als Auflésung der Einheit (resolution of the identity) bezeichnet.
Man macht sich leicht klar, dal Anwendung von I auf eine Funktion ¥ = ), a;;
diese unveréndert 1a8t:

IA‘\I/> = ZZ‘wk ><¢k"¢l>al = Z"¢l>al = ‘\Il> . (3.36)
k1 l

da < x|y >= Oy Die Identitét ist oft niitzlich, wenn sie zwischen zwei Operatoren
eingefiigt wird, z.B.

<YnlABlthm > = > < thulAln >< i Blthm > . (3.37)
k

3.6 Matrixdarstellung von Funktionen und Operatoren
In diesem Abschnitt wollen wir die Konsequenzen der Entwicklung von Funktionen

in vollstindige Basissitze weiter untersuchen. Sei {1} ein vollstéindiger orthonor-
maler Funktionssatz, d.h.

<ilyy > = by (3.38)

Wir haben gesehen, daf jede beliebige Funktion ¥ in dieser Basis entwickelt werden
kann. Sei

’\I/a> = Z‘wk>ak
k

Ty > = > b >b. (3.39)
l

Fiir eine vorgegebene Basis geniigt die Kenntnis der Koeffizienten ag, um die Funk-
tion ¥, an jedem beliebigen Punkt zu berechnen. Die Funktion ¥, wird also in der
Basis {9} durch den Spaltenvektor

a = as (3.40)
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3.6 Matrixdarstellung von Funktionen und Operatoren

vollsténdig repréasentiert.

Analog wird die Funktion W, durch den Vektor b reprisentiert. Die Norm der
Funktion ¥, ist gleich dem Betragsquadrat (der Norm) des Vektors a:

<V ¥, > = ZZCLZ <Yl > ap = Za;;ak = al-a = |a? (3.41)
k1 k

wobei al der zu a adjungierte Zeilenvektor ist:

al = (alabal - al) . (3.42)

n

Fiir das Uberlappungsintegral der Funktionen ¥, und ¥, ergibt sich

< \I/a‘\I/b> = ZZCLZ <'Lﬂk‘¢l >b = Za;;bk = aT-b (3.43)
l k

k

Die Integration wird also in der Basisdarstellung durch ein Skalarprodukt ersetzt.
Héufig vereinfacht man die Schreibweise noch weiter, indem nur die Indizes (oder
Quantenzahlen) der Funktionen (Vektoren) in den Brackets angegeben werden, z.B.
< a|b > steht fiir < ¥,|¥;, > oder gleichbedeutend fiir af-b. Nach Dirac bezeichnet
man daher ein Bracket < a|b > allgemein als Skalarprodukt.

Wir nehmen an, daf3 die Wirkung eines Operators A auf ¥, die Funktion ¥, erzeugt:
Uy > = A|¥, > . (3.44)

Entwicklung der Funktionen |V, > und |¥; > ergibt

Slbi>b = YAl > ay (3.45)
l k

Die Koeffizienten b,, erhalten wir durch Multiplikation von links mit < t,,|:

bn o= <t¢ulUy>= > <tuldjy >ar = > Anar (3.46)
k k

oder in Matrixschreibweise
b = A-a. (3.47)

Der Operator A wird also in der Basisdarstellung durch die Matrix A mit den Ma-
trixelementen A;; représentiert, und die Wirkung eines Operators auf eine Funkti-
on geht in eine Matrix-Vektormultiplikation iiber. Die zu hermiteschen Operatoren
korrespondierenden hermiteschen Matrizen haben die Eigenschaft

oder

Al = A. (3.49)
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3 Funktionen und Operatoren

Des weiteren ergebe die Anwendung eines zweiten Operators B auf ¥, eine dritte
Funktion W., die durch den Vektor c représentiert sei:

U.> = B|¥,>= BA|T, > . (3.50)

Entwicklung der beiden Funktionen ergibt

We> = Y |i>c = Y Bltr>b = > > Bl >< | Alyy %351)
i I Ik

Die Koeffizienten ¢; erhélt man durch Multiplikation von links mit < ;]

¢ = < 'Lﬂj‘\I/c >

= D > <IBl ><wilAlr > ar = Y Y BiApay (3.52)
l k l k

oder in Matrixschreibweise
c = B-b=B-A-a . (3.53)

Das Operatorprodukt BA wird also in der Matrixdarstellung durch das Matrix-
produkt B - A ersetzt. Dies zeigt, dafl die Matrixdarstellung der Operatordarstel-
lung vollstindig dquivalent ist. Es sei aber darauf hingewiesen, dafl dies nur fiir
vollstindige Basen gilt. Die Bedeutung der Funktionsentwicklung in der Praxis be-
ruht auf der Verwendung von endlichen und daher unvollstindigen Basen. Fiir eine
unvollstdndige Basis von M Funktionen ist

M
< wZ’AB‘IbJ >7é Z < wz‘A‘wk >< wké‘wj > . (3.54)
k=1

Auf die Verwendung von endlichen Basissétzen in Naherungsmethoden der Quanten-
chemie werden wir spéter ausfiihrlich eingehen.

Fiir einen Erwartungswert erhalten wir in der Basisdarstellung
<WJA[T, > = D) af <ildlr >
ko1
— al-A-a (3.55)
und fiir Matrixelemente iiber den Operator A allgemein

SUJA, > = YN ap <unlAlr > by
ko1
— al-A-b. (3.56)

Wie bereits gezeigt, 148t sich der Einheitsoperator I in einer vollstéindigen Basis
zerlegen:

I o= |k ><ul. (3.57)
k

42



3.7 Matrixdarstellung von Eigenwertgleichungen

In der Basis {1, } wird dieser Operator durch die Einheitsmatriz I reprisentiert:

Iy = <willlgy >= > <wulthp >< gltb; > = 65 . (3.58)
k

3.7 Matrixdarstellung von Eigenwertgleichungen

Wir betrachten jetzt die Eigenwertgleichung
HY™ = oM (3.59)

Durch Einsetzen der Entwicklung von ¥ (™)

o = 3y, (3.60)

und Multiplikation von links mit einem beliebigen < 1| folgt:
N <l > = Eu. (3.61)
m

In Matrixschreibweise
H-c™ = B, -c¢™. (3.62)

Die Operator-Eigenwertgleichung wird also durch eine Matriz-Eigenwertgleichung
ersetzt. ¢™ sind die Eigenvektoren und E,, die zugehorigen Eigenwerte der Matrix
H. Fiir eine Basis von N Funktionen erhalten wir genau N verschiedene Eigenvek-
toren und Eigenwerte. Wenn wir diese Vektoren ¢(™ als Spalten einer Matrix C
auffassen

C=(cV c@ O .. W) (3.63)

und die Energieeigenwerte als Elemente einer diagonalen Matrix E

E, 0 0 0
0 E, 0 0

E-|0 0 B - 0], (3.64)
0 0 0 E,

konnen wir die N Eigenwertgleichungen in einer Matrixgleichung zusammenfassen:
H-C = C-E. (3.65)
Durch Multiplikation von links mit C~! erhilt man:

C''H-C = E. (3.66)
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3 Funktionen und Operatoren

Eine Transformation der Form H' = C~1 . H - C wird als Ahnlichkeitstransformation
bezeichnet. Durch Bilden der adjungierten Matrizen auf beiden Seiten der Glei-
chung folgt (da allgemein gilt (ABC)T = CTBTAT):

ctHt (¢ = E. (3.67)

Fiir eine hermitesche Matrix H = H' sind die beiden letzten Gleichungen nur
dann identisch, wenn gilt C~' = CT, d.h. die Matrix C ist unitdr (C'C = 1). Die
Eigenwerte konnen also durch eine unitdre Transformation von H erhalten werden,
die H diagonalisiert, d.h.

ClH-C = E. (3.68)

Die Eigenvektoren ¢(™ sind dann die Spalten dieser unitéiren Transformationsma-
trix C.

Aus Gl (3.62) erhilt man die Sdkulargleichungen
(H-E,I)c™ = 0. (3.69)
Sie haben nicht-triviale Losungen, wenn die Sdkulardeterminante verschwindet:
detH—-E) = 0. (3.70)

Diese Gleichung stellt ein Polynom N-ten Grades in E,, dar und hat genau N Lésun-
gen E,. Um die zugehorigen Eigenvektoren ¢(™ zu erhalten, wird jede Losung fiir
sich in Gl (3.62) eingesetzt und das jeweils resultierende homogene lineare Glei-
chungssystem separat gelost. Dabei werden wir jeweils zusétzlich fordern, dafl die
Normierungsbedingung !c(") ‘2 = 1 beachtet wird und daf} bei entarteten Losungen
die Eigenvektoren zueinander orthogonal sind.

Wir wollen dieses Vorgehen an einem 2 x 2 Beispiel illustrieren:

Hy - E, His
detH — E,I| = det
| oIl Hyy Hy — E,
= (Hy —E,)(Hy —E,)— |Hpp|* = 0. (3.71)
Die Losungen lauten
1
Bip=3 [(Hn 4 Hop) £ /(Hi — H2)2 + 4|H12|2} . (3.72)

Die kleinste mogliche Differenz der Eigenwerte erhélt man fiir H11 = Hoo. In die-
sem Fall betriagt die Aufspaltung 2H15. Entartung kann daher nur auftreten, wenn
Hy1 = Hy und gleichzeitig His = 0. Diese Bedingungen sind meist nur durch be-
stimmte Symmetrieeigenschaften des betrachteten Systems erfiillt. Zufillige Ent-
artungen sind dagegen sehr selten. Solange His # 0 konnen die Eigenwerte nie
kreuzen ( Uberkreuzungsverbot). An den Stellen, an denen sich die Diagonalelemen-
te Hyi; und Hyo kreuzen, bilden die Eigenwerte vermiedene Kreuzungen. Dies gilt
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3.8 Unitédre Transformationen

Abbildung 3.1: Eigenwerte einer Matrix als Funktion der Diagonalelemente H;;

in gleicher Weise fiir hoher dimensionale Eigenwertprobleme. Dies ist in Abb. 3.1
fiir ein Modellsystem veranschaulicht.

Fiir eine reelle Matrix H sind die Eigenvektoren reell, und die Eigenvektormatrix
kann in der Form

_ (cosB —sinp
B (sinﬁ cos 3 > (3.73)
geschrieben werden. Der Winkel ( ergibt sich zu
1 2H1 }
= —arctany ——— ;. 3.74
& 2 {H 11 — Hao (3.74)

Diese Beziehungen werden wir spéter noch haufiger verwenden.

3.8 Unitare Transformationen

Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daf} eine hermitesche Matrix durch eine
unitdre Transformation diagonalisiert werden kann. Wir wollen die Eigenschaften
von unitidren Transformationen noch etwas nidher untersuchen.

Fiir eine unitdre Transformation U gilt
vulu = vuf = 1. (3.75)

Sei eine orthonormierte Basis {t¢,} gegeben. Mit Hilfe einer unitéren Transformati-
on U koénnen wir einen neuen Satz von Basisfunktionen {¢,,} erzeugen, der wieder
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3 Funktionen und Operatoren

orthonormiert ist:

[ >= " [tg > U (3.76)
k

< Pl > = Z < el > Uy Uim

Nehmen wir nun an, dafl eine beliebige Funktion W in der Basis {t;,} durch den
Vektor a und in der Basis {¢,,} durch den Vektor a représentiert sei

Vo= ) k> a
k
= Z ’wn > ap
n
= Y [k > Ukniin (3.78)
nk
Durch Koeffizientvergleich folgt
ar, =Y Ukniin (3.79)
n
oder
= U-a
a = Ul.a. (3.80)

Die Norm der Funktion ¥ bleibt erhalten, d.h.
la? = al-a = afutva = af.a = a]%. (3.81)

Sei A die Matrixdarstellung eines Operators A in der Basis {t,} und A in der
Basis {1, }. Wir erhalten

/Nlij = < TZ)Z|A|?Z)] > = Z Ul < @Z)k|A|¢l > Uyj (3.82)
kl

oder in Matrixschreibweise
A=U".A.U. (3.83)

Man kann sich leicht iiberzeugen, dal Erwartungswerte in beiden Basissédtzen iden-
tisch sind

<A> = al-A.a=a3al-A.a (3.84)
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3.8 Unitédre Transformationen

Aus einer gegebenen Basis von N Funktionen kann man also durch unitire Trans-
formationen beliebig viele andere Basissitze erzeugen. Diese sind vollstandig dqui-
valent, solange alle Basisfunktionen beriicksichtigt werden. Approximiert man da-
gegen eine gegebene Funktion W durch M < N Funktionen

N
Vo= ) > a
k=1
M
oY R > ap = TR (3.85)
k=1

so ist U nicht invariant beziiglich einer Basistransformation U. Fiir die Uberlappung
der Néherung W*P"* mit der exakten normierten Funktion ¥ ergibt sich:

M
Y > = Y gl <1
k=1
(3.86)

Ziel vieler Methoden der Quantenchemie ist es, unitédre Basistransformationen zu
finden, die die Konvergenz von Funktionsentwicklungen optimieren. Das obige Uber-
lappungsintegral soll dabei mit moglichst wenigen Funktionen moglichst grofl wer-
den. Eine direkte Maximierung ist allerdings gewdohnlich nicht moglich, da dies
die Kenntnis der gesuchten Funktion voraussetzen wiirde. Wir werden aber andere
Kriterien kennenlernen, die fiir die Optimierung von Basissidtzen verwendet werden
koénnen.
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4 Operatoren und Observablen

4.1 Entwicklung von Erwartungswerten nach
Eigenfunktionen

Seien {1, } die Eigenfunktionen eines Operators Q

Qpn > = walthn > . (4.1)

Da die Funktionen {t,} einen vollstdndigen Satz bilden, kénnen wir die Wellen-
funktion ¥ des Systems (d.h. die Losung der zeitunabhingigen Schrédingerglei-
chung) in dieser Basis entwickeln:

o0

> = D |[Yn>cn. (4.2)

n=1

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert des Operators
<O > = D> chem < YalQihn >
n m
= chzcm < ¢n|¢m > W
n m
= Zcfncmwm = Z || Pwm (4.3)
m m

da < ¥y |tm >= 0pmpn. Wenn ¥ eine Eigenfunktion von Q) ist, z.B. U = q),,, ist nur
ein Koeffizient ¢, in der Entwicklung von Null verschieden (¢, = 1), und

<UQT > = wy. (4.4)

Dieses Resultat interpretieren wir wie folgt:

Wenn die Wellenfunktion VU eine Eigenfunktion von Q ist, ergibt die Messung von
(Q) stets das gleiche Resultat wy, (2.B. fir die Energie von stationiren Zustinden,).
Andernfalls ergibt eine einzelne Messung ein Resultat w,, mit der Wahrscheinlich-
keit || = ¢, cm. Der Erwartungswert ist dann der Mittelwert vieler Messungen.
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4 Operatoren und Observablen

4.2 Gleichzeitige Bestimmung von Observablen

Wir haben bereits gesehen, dafl eine Observable nur dann exakt gemessen werden
kann, wenn die Wellenfunktion des betrachteten Systems eine Eigenfunktion des zur
Observablen gehorigen Operators ist. Wir stellen nun die allgemeine Frage: Unter
welchen Bedingungen kénnen zwei Observablen A und B gleichzeitig exakt gemessen
werden? In diesem Fall mufl ¥ simultan eine Eigenfunktion der Operatoren A und
B sein

AV = a0

BU = bU . (4.5)

Durch Wirkung von B auf die erste Gleichung und von A auf die zweite Gleichung
folgt

BAY = BV = ab¥

ABY = DAY = ab¥ (4.6)
und somit erhalten wir als notwendige Bedingung

AB = BA (4.7)
oder

[A,B] = AB—-BA =0. (4.8)

[/1, E] ist der Kommutator der Operatoren A und B. Man sagt, zwei Operatoren
kommutieren, wenn ihr Kommutator verschwindet. Man beachte, dafl diese Bedin-
gung bei Wirkung des Operatorprodukts auf beliebige Funktionen erfiillt sein mu8.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl [A B] = 0 eine hinreichende Bedingung dafiir ist, dafl
die Elgenfunktlonen von A auch Eigenfunktionen von B sind. Wenn die Eigenfunk-
tionen von A entartet sind, so kénnen diese Eigenfunktionen immer derart linear
kombiniert werden, dafl die resultierenden Funktionen auch Eigenfunktionen von
B sind. Wir setzen zunichst voraus, daB ¥ eine nicht-entartete Eigenfunktion von
A mit Eigenwert a ist:

AV = oV . (4.9)
Durch Anwendung von B von links auf beide Seiten der Gleichung folgt

BAV = (BV)= A(BY). (4.10)
Die Funktion ® = BV ist also Eigenfunktion zu A mit Eigenwert a:

Ad = a®. (4.11)
Also miissen ¥ und ® proportional sein

® = bU. (4.12)
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4.2  Gleichzeitige Bestimmung von Observablen

Damit gilt
® = BU = pU, (4.13)

d.h. V¥ ist auch Eigenfunktion zu B mit Eigenwert b.

Im folgenden wollen wir zeigen, dafl dies auch fiir entartete Funktionen gilt und set-
zen voraus, daf§ A zum Eigenwert a d-fach entartet ist mit den Eigenfunktionen W,
Uy, ..., ¥y. Die d Eigenfunktionen zum Eigenwert a seien zueinander orthonormal:
< WUy >= dk;. Auch hier gilt fiir jedes ¥y (k € {1, ..., d}):

A(BY,) = BAY,, = a(BY},) . (4.14)

Da B}, Eigenfunktion von A zum Eigenwert a ist, muB sich B¥}, auch als Line-
arkombination der ¥; darstellen lassen:

d
BU,, = chk\yl k=1,2,...,d) (4.15)
=1

Gl. (4.15) wird von links skalar mit < ¥;| multipliziert und wir erhalten

d d
< \I/Z’B’\I/k > = chk < \IJZ"\I/l >= ZC[MSN = Cik (4.16)
=1 =1

Wir suchen jetzt nach Linearkombinationen der Wy,

d
O = B (4.17)
k=1
fiir die gilt
B®; =b;®;. (4.18)

Dazu setzen wir Gl. (4.17) und Gl. (4.15) in die linke Seite und Gl. (4.17) in die
rechte Seite von Gl. (4.18) ein.

d d d d
BO; =3 BB =3 0 ) cnli=b; ) A0 (4.19)
k=1 =1 =1

k=1

Multiplizieren von links mit < ¥;| ergibt

d
> <WB|TL > By = b8 (1=1,2,...,d) (4.20)
k=1

oder in Matrixform mit den Matrizen B, 8 und der Diagonalmatrix b

BS = bg (4.21)
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4 Operatoren und Observablen

Diese Matrixgleichung liefert genau d verschiedene Eigenvektoren § zu den Eigen-
werten by, folglich gibt es genau d verschiedene Linearkombinationen ®; der Wy,
die sowohl Eigenfunktionen von A als auch von B sind. Man beachte, da$ die Ei-
genfunktionen ®; zwar bzgl. des Operators A entartet sind, nicht jedoch unbedingt
bzgl. des Operators B.

Wir fassen zusammen:

Satz 5: Zwei Observable konnen genau dann simultan exakt bestimmt werden, wenn
die entsprechenden Operatoren kommutieren, d.h.

[A,B] = 0 (4.22)

Observablen, die durch nicht-kommutierende Operatoren repésentiert werden, hei-
Ben komplementdr. Beispiel:

Ort: T
Impuls: p=

R

0
oz

[x,pz] = ih (4.23)
Als néchstes stellt sich die Frage, wie genau wir komplementéire Observablen gleich-
zeitig bestimmen konnen.

4.3 Die Heisenbergsche Unscharferelation

Die mittlere quadratische Abweichung A A? einer Serie von MeBwerten A; von ihrem
Mittelwert A ist klassisch definiert als

(AA? = ST PANA - A2 = 3 [P(A)A2] - A% (4.24)

i

wobei P(A;) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung darstellt, mit
> P4) = 1. (4.25)

und A der Mittelwert iiber alle A; ist, der definitionsgeméB folgendermaBen berech-
net wird:

A = Y APA). (4.26)

Dieser klassische Ausdruck entspricht nach der Bornschen Interpretation dem quan-
tenmechanischen Erwartungswert (vergl. Gl. (4.3)).
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4.3 Die Heisenbergsche Unschérferelation

Die entsprechenden quantenmechanischen Ausdriicke fiir den Mittelwert und die
mittlere quadratische Abweichung fiir eine normierte Wellenfunktion ¥ sind

<A> = <UAT >
<(AA? > = <U|(A-A)T(A- AV >
<UATA- Ao > > 0. (4.27)

Die Ungleichung in der letzten Zeile folgt aus Gl. (3.32). Die Aquivalenz zum klassi-
schen Ausdruck wird deutlich, wenn wir uns an den Abschnitt iiber die Entwicklung
von Erwartungswerten nach Eigenfunktionen erinnern. Sei {9} } der vollsténdige or-
thonormale Satz von Eigenfunktionen des hermiteschen Operators A mit Eigenwer-
ten A;. Dann erhalten wir durch Entwicklung der Wellenfunktion ¥ und Einfiigen
der Tdentitit I =3, |ty >< ¢p| und A|¥; >= A;|¥; > sowie 3, |ci]* = 1

<(AAP > = DD ey <l ATA - A%y, >

i
SN e S < il Aty >< vl Al > ) e
(2] k

g

= > Gl - A (4.28)

Wir sehen, dafl P(4;) = cfe; = ||
Sei nun angenommen, dafl zwei komplementire Observablen A und B durch hermi-
tesche Operatoren A und B reprisentiert werden, und dafl der Kommutator gleich
iC ist

[A,B] = iC . (4.29)

Die imaginédre Einheit ¢ ist hier willkiirlich eingefiihrt worden, um spétere Aus-
driicke zu vereinfachen. Fiir die Operatoren

AA = A-<A>
AB = B-<B> (4.30)
gilt die gleiche Kommutatorbeziehung

[AA AB] = iC, (4.31)

da < A > und < B > (reelle) Zahlen sind. Wir untersuchen jetzt folgende positive
GroBe (vgl Gl (3.39)):

Fla) = <U|(aAA+iAB) (aAA+iAB)|W > (4.32)
« sei ein frei wiahlbarer Parameter. Ausmultiplizieren ergibt

Fla) = o< U|AAYY > + < U|ABYU > +ia < U|/AAAB — ABAA|Y >
= ®?<AA’> + <AB*’> —a<(C> . (4.33)
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4 Operatoren und Observablen

Minimierung von F'(«) beziiglich « ergibt die Bedingung

OF . A
OF(@) 20 < AA?> —<(O>=0. (4.34)
oo
Da die zweite Ableitung 2 < AAZ > > 0ist, liegt tatsdchlich ein Minimum vor.
Durch Auflésen nach o und Einsetzen in den Ausdruck fiir F'(«) folgt mit Hilfe von

Gl. (3.32)

A 2
F(Qmin) = <AB*>> — =0 (4.35)
4 < AA?2 >
oder
A 2
< AR2><AB?> > S i> (4.36)

Wenn wir den mittleren Fehler als AA =< AA? >1/2 definieren, erhalten wir
schliefflich die Heisenbergsche Unschérferelation

1 A ) A
AAAB = S|<C>| = —%\<[A,B]>. (4.37)

Diese Beziehung zeigt, dafl zwei Meflgréfien, deren Operatoren nicht kommutieren,
nicht gleichzeitig beliebig genau bestimmt werden kénnen. Fiir Ort und Impuls gilt

<|z,p]> = ih, (4.38)

und wir erhalten fiir die Erwartungswerte die Beziehung

Az -Ap > g . (4.39)

Analoge Unschérferelationen kann man fiir jedes Paar von Observablen ableiten;
man bendtigt dazu nur den Erwartungswert iiber den Kommutator der entspre-
chenden Operatoren. Es sei bemerkt, daf es Félle gibt, in denen der Kommutator
nicht Null ist, aber der Erwartungswert dariiber verschwindet. In diesem Spezialfall
kann man beide Observablen exakt angeben. Wir werden ein Beispiel dafiir bei der
Besprechung der Drehimpulsalgebra kennenlernen.

Man nennt allgemein Groéflen, fiir die AA - AB > 0 gilt, zueinander kanonisch
konjugiert. Der Drehoperator um die z-Achse ¢ = ¢ und die z-Komponente des
Drehimpulsoperators I, = —1hd/0p (siehe Kapitel 6.1) sind ein weiteres Beispiel
fiir zwei zueinander kanonisch konjugierte GroBen, wobei Ay - [, > h/2 ist.

Spéter werden wir noch eine andere ,,Unschérferelation” kennenlernen, die einen
Zusammenhang zwischen der Lebensdauer 7 eines Zustandes und der Energie-
unschirfe AFE herstellt:

T-AE > g (4.40)

Da es in der Quantenmechanik keinen ,,Zeitoperator® gibt, folgt diese Beziehung
nicht aus einer Kommutatorbeziehung wie die Unschérferelation von Ort und Im-
puls, sondern direkt aus einer Betrachtung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung.
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4.4 Zeitevolution von Observablen

Kommutatoren spielen auch eine Rolle bei der Bestimmung des Zeitverhaltens des
Erwartungswertes eines zeitunabhéngigen Operators:

d A d .
— Q = — v|Qw
() <0> = (@) <waw-
d¥ A A, d¥
= — QW || — . 4.41
<S>+ < v S (441)

Aus der zeitabhéngigen Schrédinger-Gleichung erhalten wir

dw 1.
s = AW
ar A HIv >
dv 1 R
—| = —= < |t 4.42
< a i <Y (4.42)
und mit H = HT
d . 1 L
— | <Q> = —— < V|HQ-QH|¥ >
dt ih
= %<qf|[f1,§z]|qf> . (4.43)

Diese Beziehung zeigt, dafl eine Observable zeitlich konstant ist, wenn ihr zugeord-
neter Operator mit H kommutiert, d.h.

(%) Q> = 0, wenn [H,Q =0. (4.44)

Als Beispiel betrachten wir den Impuls eines eindimensionalen Systems. Der FEr-
wartungswert iiber den Kommutator lautet

. h d
V| H,p||l¥ = —<VY| |V — | |
<ulples = T<wl |V, o]
h av av av
(4.45)
h av
= ——<VU|—|V 4.46
e (1.46)
Mit der mittleren Kraft < F > = — < ¥|9|¥ > und Gl (4.43) erhalten wir
d av
— J = —<VY|—|¥>=<F 4.47
(dt)<p> < |dx| >=<F> (4.47)

Dies ist genau das zweite Newtonsche Gesetz! Der Impuls ist eine Konstante der
Bewegung, wenn keine Kraft auf das System wirkt, d.h. ‘fl—‘; = 0. Man beachte, daf3
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4 Operatoren und Observablen

die klassische Beziehung nur fiir den Mittelwert giiltig ist. Allgemein wurde von P.
Ehrenfest folgendes Theorem bewiesen:

Die Erwartungswerte quantenmechanischer Operatoren erfiillen die gleichen Bewe-
gungsgleichungen wie die entsprechenden klassischen Observablen in der klassischen
Beschreibung.
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5 Exakte Losungen der
Schrédinger-Gleichung

In diesem Kapitel wollen wir einige einfache Systeme betrachten, fiir die die zeit-
unabhéingige Schrodinger-Gleichung exakt gelost werden kann. Hierzu gehéren die
Translationsbewegung, die Rotationsbewegung und die Schwingungsbewegung.

5.1 Freie Translation eines Teilchens

Der Hamilton-Operator fiir ein freies Teilchen der Masse m, das sich in einer Di-
mension x bewegt, lautet

- h d?
H = —— 1
2m dz?’ (5.1)
und wir erhalten fiir die zeitunabhéngige Schrédinger-Gleichung
h? d*v
2m dx?

Wir betrachten die Versuchsfunktion

= FEVU. (5.2)

U(z) = Ae*® 4 Be ke (5.3)

Man iiberzeugt sich leicht, dafl ¥(x) fiir beliebige Konstanten A und B die Schrédinger-
Gleichung 16st:

d¥ . .
d;x) _ Z‘k(Aezk:a: _ Be—zkw)
d*¥(x) 2
= —k°0. 4
T2 (5.4)

Durch Koeffizientenvergleich G1(5.2) mit Gl(5.4) folgt

omE
ko= 4y 7;:2 . (5.5)

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dafi k& positiv ist.
Die Losung ist fiir jeden Wert von E > 0 giiltig, d.h. es gibt keine Quantisierung.
Unter Verwendung der Eulerschen Beziehung

e’ = cosx+isina (5.6)
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5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung

konnen wir auch schreiben

U(zx) = (A+ B)coskx+i(A— B)sinkz
= Ccoskx + Dsinkx , (5.7)

wobei C'= A+ B und D = i(A — B) sind.
Fiir A = B stellt U(x) eine stehende Welle mit Wellenlénge A = 27 /k dar:

2
U(xr) = 2Acoskx =2Acos % . (5.8)

Wir konnen uns jetzt die Frage stellen, ob wir die Energie E und den Impuls p
gleichzeitig exakt bestimmen kénnen. Wir haben bereits gelernt, dafl in diesem Fall
U gleichzeitig Eigenfunktion von H und p sein muB. Wir lassen p auf ¥ wirken und
erhalten

) B dW(
Py = i dxx)
_ ?% (Aeika: + Be—ikw)
— hk (Aeik“” ~ Be‘““) . (5.9)

Man erkennt leicht, da} ¥ fiir B = 0 eine Eigenfunktion von p mit Eigenwert
hk und fiir A = 0 eine Eigenfunktion mit Eigenwert —hk ist. Daraus folgt, dafl
sich das Teilchen im ersten Fall mit konstantem Impuls p = hk in positive x-
Richtung und im zweiten Fall mit Impuls —hk in negative x-Richtung bewegt. Die
beiden moglichen Losungen beschreiben also Teilchen mit gleich groffem Betrag des
Impulses aber verschiedener Bewegungsrichtung.

Oben haben wir gesehen, dafl wir fiir A = B eine stehende Welle erhalten. In diesem
Fall ist ¥ keine Eigenfunktion des Operators p; ¥(x) beschreibt eine Mischung von
zwei Zustdnden, von denen einer die Bewegung in positive xz-Richtung, der andere
in negative x Richtung darstellt. Der Mittelwert vieler Messungen, die jeweils Werte
p = *hk ergeben, ist Null. Tatséchlich verschwindet der Erwartungswert {iber p.
Analoges gilt fiir den Fall A = —B.

Der Betrag des in jeder einzelnen Messung gefundenen Impulses ist aber stets |p| =
hk. Damit erhalten wir fiir die Wellenléinge der stehenden Welle (A = £B)

21 h
A= = = . 5.10
k p| (5.10)

Dies ist gerade die de Broglie Beziehung!

Die obigen Ergebnisse lassen sich leicht auf den dreidimensionalen Fall verallgemei-
nern. Mit den Vektoren

r = (z,y,2)
k = (kg ky k)
P = (Puspy:p2) (5.11)
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5.2 'Teilchen im Kasten

erhalten wir als allgemeine Losung der Schrodinger-Gleichung

U(z,y,z) = AT 4 Be kT, (5.12)
Fiir B = 0 ergibt sich

p¥(z,y,z) = hk¥U(z,y,z2) (5.13)
d.h. das Teilchen bewegt sich mit definiertem Impuls p = hk in Richtung des
Vektors k. Dieser Vektor wird Wellenvektor genannt. Fiir die Gesamtenergie ergibt

sich

E = E,+E,+E,

h2 2 2 2
2
G (5.14)
2m

Fiir ein Teilchen, das z.B. durch die Wellenfunktion ¥ = Ae™** beschrieben wird,
konnen wir Energie und Impuls gleichzeitig exakt angeben. Aus der Unschérfere-
lation folgt aber, dal dann der Ort des Teilchens unbestimmt ist. Tatséchlich ist
die Wahrscheinlichkeitsdichte W(z)*W¥(z) = A? konstant und vom Ort unabhiingig.
Wie vertrdgt sich dies mit der anschaulichen Erfahrung, dafl wir den Ort eines
bewegten Objekts zu jeder Zeit bestimmen kénnen? Tatséchlich 148t sich das Pa-
radoxon aufheben, wenn man annimmt, dafl die Energie und der Impuls eine kleine
Unschiirfe besitzen. Das Teilchen 1i8t sich dann als Uberlagerung von Wellen mit
leicht verschiedenen Wellenléingen ausdriicken. Eine solche Uberlagerung nennt man
Wellenpaket. Die Wellen 16schen sich durch Interferenz weitgehend aus; nur in ei-
nem kleinen rdumlichen Bereich, der von der Zeit abhéngt, ergibt sich Verstéarkung.
Die zeitabhéngige Form einer einzigen Welle ist [vergl. Gl. (2.48)]

kht)

Up(z,t) = Aeke BN — getkle=5, (5.15)

Das Wellenpaket wird durch eine Uberlagerung solcher Wellen mit Gewichtsfakto-
ren g(k) beschrieben

+oo
U(z, 1) :/ g(k) Uy (z,t) dk . (5.16)

—0o0

Die Unschérfe der Position eines makroskopischen Objekts ist so klein, daf} sie
praktisch unmefibar ist.

5.2 Teilchen im Kasten

Wenn ein Teilchen in einem rechtwinkligen Kasten mit den Seitenldngen L,, L, L.
eingeschlossen wird, miissen wir die im vorigen Abschnitt erhaltenen Losungen
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5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung

durch Randbedingungen einschrinken. Die Wellenfunktion kann nur im Bereich 0 <
x < Lg, 0 <y < Ly, 0 <z < L, endliche Werte annehmen und mufl an den
Waénden verschwinden, da dort V' = oco. Wir betrachten das Problem zunéchst in
einer Dimension

K2 d20

- 2~ — EU 1
2m dz? (5.17)

mit den Randbedingungen

U(0) =0und U(L)=0. (5.18)
Mit der im vorigen Abschnitt gefundenen allgemeinen Losung

V(z) = Ccoskx+ Dsinkx (5.19)

folgt aus der Bedingung ¥(0) = 0, dal C' = 0, und aus ¥(L) = 0, daBl sinkL = 0.
Dies kann nur fiir folgende Werte von k nicht-trivial erfiillt werden:

k = n% mitn=1,2,... .
2mE
= 2 (5.20)
Somit kann die Energie nur folgende diskrete Werte annehmen:
h2k2 2h2 2
E, = T itn=1,2,... . (5.21)

om  2mL2

(Fiir n = 0 folgt die triviale Losung ¥(z) = 0 fiir alle Werte von x. Dies wiirde
bedeuten, dafl sich kein Teilchen im Kasten befindet.)

Die Randbedingungen fiihren also zu einer Quantisierung der Energie. Der niedrig-
ste erlaubte Energiewert ist
h2m?
B = — 5.22
! 2m L2 (5.22)
und wird als Nullpunktsenergie bezeichnet. Die Energiedifferenz zweier benachbar-
ter Energieniveaus steigt linear mit n an:

EnJrl - En
_ P i) (5.23)
Die Eigenfunktionen der Schrédinger-Gleichung haben die Form

U, (x) = Dsin [TLTF%} (5.24)
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5.2 'Teilchen im Kasten

X

0 L

Abbildung 5.1: Wellenfunktionen eines Teilchens im eindimensionalen Kasten

Die Konstante D folgt aus der Normierungsbedingung
2 L 2 x |,
D sin [mr—] dr = —-LD* =1 (5.25)
0 L 2

d.h. D = /2/L. Man kann sich leicht iiberzeugen, dafl zwei verschiedene Eigenfunk-
tionen V¥,, und V,, fiir n # m orthogonal sind. Die Form der zu den niedrigsten
Eigenwerten gehorenden Eigenfunktionen ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Die Null-
stellen werden als Knoten bezeichnet. Die Anzahl der Knoten ist n — 1. Abb. 5.2
zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichten fiir die entsprechenden Zusténde als Funktion
von .

Die Verallgemeinerung auf zwei oder drei Dimensionen erfolgt durch Variablentren-
nung. Die dreidimensionale Schrodinger-Gleichung lautet

+ =+

N
ox?  Oy? 022

2m )‘I’(%yvz) = E¥(z,y,2) (5.26)

mit den Randbedingungen, dai die Wellenfunktion an den Wénden verschwindet.
Durch Einsetzen des Ansatzes

U(zr,y,z) = X(@)Y(y)Z(2) (5.27)

in die Schrédinger-Gleichung und Division durch ¥(x,y,z) erhalten wir mit X” =
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5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung

_ qJZ _

Abbildung 5.2: Quadrat der Wellenfunktionen eines Teilchens im eindimensionalen

Kasten
02X /0x? etc.
X// Y// Y// 2mE
Z 4, L - 2= 5.28
X + Y + Y K2 ( )

Jedes der Glieder auf der linken Seite héngt nur von einer Variablen ab. Da die
Summe konstant ist, muf3 jeder einzelne Term fiir sich konstant sein, damit die Glei-
chung fiir beliebige Werte von x,y, z erfiillbar ist. Wir erhalten drei unabhéngige
eindimensionale Eigenwertgleichungen

n: R h?

——X" = E.X ——Y" = E)Y —-—7" = E.Z 5.29
2m T o2m L 2m z ( )

und fiir die Gesamtenergie
E = E,+E,+E.. (5.30)

Da wir eine Gleichung dieser Form bereits behandelt haben [vergl. Gl. (5.17)],
kénnen wir die Losungen sofort angeben:

h2r? [ n? n3 n3 }
2 2 2
2T e

Enl ;12,13 2m
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5.2 'Teilchen im Kasten

8 . x . . z
Upinoms = ”LzTyLz . smnle—z . smngwl% . Sll’l’rl37TL—Z. (5.31)

Falls mindestens zwei der Seitenléngen gleich sind, kann man fiir verschiedene Wel-
lenfunktionen gleiche Energien erhalten, d.h. es gibt entartete Zustédnde. Fiir den
Fall eines Wiirfels ergibt sich mit L = L, = L, = L,

R

73 [t + 03+ 03] mit nyngng =12, (5.32)

En1,n2,n3 -
Fiir n; = 1, nyg = 2, ng = 3 ergibt sich zum Beispiel die gleiche Energie wie fiir
ny =2,n9 =1, ng =3 oder n; = 3, no = 1, ng = 2 usw. Die Wellenfunktionen der
entarteten Zustinde lassen sich durch Symmetrieoperationen (z.B. Rotationen des
Wiirfels) ineinander iiberfithren. Wir werden spéter sehen, dafl Entartung allgemein
mit der Symmetrie des betrachteten Systems zusammenhéngt.
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5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung

5.3 Der harmonische Oszillator

Das Modell des Teilchens im Kasten ist natiirlich nicht sehr realistisch, da das
Potential an den Wénden sprungartig von Null auf Unendlich ansteigt. Eines der
wichtigsten Beispiele fiir eine periodische Bewegung in einem realistischeren Poten-
tial ist der harmonische Oszillator. Dieser zeichnet sich dadurch aus, dafl die auf
ein Teilchen wirkende Kraft F' proportional zur Auslenkung aus seiner Ruhelage
xq ist, d.h.

F = —k(z—uz). (5.33)

Der Einfachheit halber setzen wir im folgenden z. = 0 (Dies kann immer durch
eine einfache Koordinatentransformation erreicht werden). Der Faktor k wird als
Kraftkonstante bezeichnet. Die Kraft ist die negative Ableitung des Potentials V(x)
nach dem Ort. Daraus folgt fiir das harmonische Potential

V(z) = %ka : (5.34)

Harmonische Potentiale dienen in erster Ndherung zur Beschreibung von Molekiil-
schwingungen. Auch ein elektromagnetisches Feld kann als Uberlagerung von harmoni-
schen Oszillatoren aufgefafit werden. Klassisch schwingt das Teilchen mit der Fre-
quenz

_ Lk 5.35
im Potential hin und her. Die Gesamtenergie kann dabei beliebige Werte annehmen,
die von der Schwingungsamplitude abhédngen. Wir werden im folgenden sehen, dafl
quantenmechanisch nur diskrete Energiewerte zugelassen sind. Um Faktoren 27 zu
vermeiden, verwenden wir im folgenden die Kreisfrequenz w

w = 2mv = 4/ — (5.36)

Die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen der Masse m in einem eindimensionalen
Potential V'(x) lautet

(_h_Qd_Q n v@)) U = EU. (5.37)

a2 1
(———+—lm2>\IJ = EU. (5.38)

Wir wollen jetzt diese Gleichung in eine dimensionslose Operatorform bringen, die
es erlaubt, die Eigenwerte und Eigenfunktionen abzuleiten, ohne eine Differential-

gleichung 2. Ordnung explizit 16sen zu miissen. Wir dividieren durch FEy = %" =
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5.3 Der harmonische Oszillator

% 7/ % und erhalten

2
_hd vmk sy - By (5.39)
w/mkd‘TQ h Ey
Mit den Substitutionen
_ fme (vmE) "
A A v
und
E 2F
= _— = — ., .4
A 2 — (5.40)
folgt
2 _ T o vmk o
y o= 5o = (5.41)
und mit
av _ ovor
dy 0z Oy
PU 9 (0W0r\ [0 (0W] 2\ (0W) (0%
dy2 Oy \ oz oy) |0y \ oz Oy Ox 0y?
schliefllich
P o (or\? o (o
dy?  0x2 \ Oy Ox \ Oy?
h 9*V
= ——. 42
Vmk 0x? (5.42)

Damit reduziert sich die Schrodinger-Gleichgung zu

2
(—j—y2+y2> Ty = M) (5.43)

Wir haben jetzt alle Konstanten eliminiert und eine dimensionslose Gleichung er-
halten (man beachte, dafl y und A, dimensionslos sind). Die noch unbestimmte
Quantenzahl v kennzeichnet die zum Eigenwert A, gehtrende Eigenfunktion.

Mit Hilfe der Produktregel zeigt man leicht, da8 fiir eine beliebige Funktion ¥(y)
folgende Beziehungen gelten:

Yy
_ [_ (d% + y) <% - y> - 1} w(y) . (5.44)
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5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung
Wir definieren die Operatoren

d
a = @—i—y und  al = — —y. (5.45)

Diese erfiillen die Kommutatorbeziehung
laf,a) = ala—aal = 2. (5.46)

Die Schrodinger-Gleichung kann jetzt in zwei dquivalenten Formen geschrieben wer-
den:

[—aeﬂ —1] U, = A\, (5.47)

Anwendung des Operators @ auf beiden Seiten der ersten und a' auf beiden Seiten
der zweiten Form ergibt

[_a&TH] @w,) = A, (av,),

[—aT& - 1} @) = A (@'o,). (5.48)
Mit der Kommutatorbeziehung afa — aal = 2 folgt

[_&ml] @) = (A —2) (av,),

[—aaT - 1} @) = (A +2) (@, . (5.49)

Wir sehen, dafl a¥, eine Eigenfunktion zum Eigenwert A\, — 2 ist. Der Operator a
wird daher als Absteige-Operator (step down Operator) bezeichnet. Umgekehrt er-
zeugt a' eine neue Eigenfunktion zum Eigenwert A, 42 und wird Aufsteige-Operator
(step up Operator) genannt. Man spricht bei @ und a' auch von level-shift oder lad-
der Operatoren. Durch wiederholte Anwendung von & kénnen wir Eigenfunktionen
zu den Eigenwerten A, — 4, A, — 6, usw. erzeugen. Dieser Prozefl kann jedoch nicht
beliebig fortgesetzt werden, da die Gesamtenergie des harmonischen Oszillators und
somit A, nicht negativ sein kann. Es muf} also einen minimalen Wert A,;, geben
fiir den

av) = 0. (5.50)

min

Durch Anwendung von af auf diese Gleichung ergibt sich mit Gl. (5.47)

—a'aly, . = Apin -1V, . =0 (5.51)
und somit
Amin = 1. (5.52)
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5.3 Der harmonische Oszillator

Folglich kann ), die ganzzahligen Werte 1,3,5,... annehmen, oder
A = 20+1 mitv=0,1,2,3,--- . (5.53)

Fiir die erlaubten Energiewerte ergibt sich mit Gl. (5.40)
1 1
E, = §Avhw = (v+ 5) hw . (5.54)

Damit haben wir die Eigenwerte der Schrédinger-Gleichung gefunden, ohne eine
Differentialgleichung explizit 16sen zu miissen! Die Eigenfunktionen erhalten wir
ebenso einfach. Es geniigt, die Schrédinger-Gleichung fiir ein einziges A, zu losen.
Alle anderen Funktionen kénnen mit Hilfe der Aufsteige- oder Absteige-Operatoren
erzeugt werden. Am einfachsten ist die Losung fiir \g = A\ = 1. Fiir v = 0 gilt

avg = 0 (5.55)
oder explizit

¥,

= —y¥ 5.56
dy y=o ( )

Die Losung ist eine Gauss-Funktion

y2

\I/()(y) = NQG_T. (557)

Ny = 7~ Y4 ist eine Normierungskonstante. Die hoheren Funktionen ¥, erhilt man
durch wiederholte Anwendung von a':

d v
\Ijl(y) = M d——y Uy = —Nj2ye 2
d 9 _y
Us(y) = No a V)Y =N (4> —2)e 7 . (5.58)
usw. Allgemein kénnen wir schreiben
2
U,(y) = NoHo(y)e™ > mit y= %x (5.59)
Die Normierungsfaktoren sind
1
Ny = —/——= (5.60)

V20T

Die Funktionen H,(y) werden als Hermite-Polynome bezeichnet. Sie kénnen mit
Hilfe der einfachen Rekursionsformel

Hys1 = 2yH, —2vH, (5.61)

aus den ersten beiden Funktionen erzeugt werden. In der Tabelle 5.3 sind einige
dieser Polynome zusammengestellt. Wir sehen, dafl die Polynome fiir geradzahlige

67



5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung

Tabelle 1: Einige Hermite-Polynome

v H,(y)

0 1

1 2y

2 42 — 2

3 8% — 12y

4 16y* —48y% + 12
5 32y — 160y° + 120y

E ] \ LIJ ] — V
/ \ ra\ /,/ \\
\/ 4
\ // \/ :
LY
/ /
I S
0

2
E— \ w [\r — V
T paA VAV S
| |
D AVAVAVA S
\\ 1
|

Abbildung 5.4: Wahrscheinlichkeitsdichten des harmonischen Oszillators
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5.4 Schwingungsspektren zweiatomiger Molekiile

v gerade und fiir ungeradzahlige v ungerade Funktionen in y sind. Die Anzahl der
Knoten ist gleich v.

In Abbildung 5.3 sind einige Eigenlosungen des harmonischen Oszillators darge-
stellt. Die Energiedifferenz zwischen benachbarten Zusténden ist konstant

By —E, = hw. (5.62)

Die Energieeigenwerte bilden somit eine gleichméflige Leiter. Die Absténde sind um
so grofler, je grofler die Kraftkonstante k und je kleiner die Masse des Teilchens ist.
Die Nullpunktsenergie des harmonischen Oszillators ist Ey = hw/2. Im Gegensatz
zum Teilchen im Kasten ist die Wellenfunktion in den klassisch verbotenen Regio-
nen (E > V') nicht Null; es gibt eine gewisse Eindringwahrscheinlichkeit. Fiir hohe
v hat die Wellenfunktion die grofiten Maxima nahe den klassischen Umkehrpunkten
(E = V), und die Wahrscheinlichkeitsdichte |¥,(x)]? nihert sich dem klassischen
Limit (siehe Abb. 5.4). Fiir niedrige Zusténde zeigt sich dagegen ein sehr unter-
schiedliches Verhalten: quantenmechanisch sind die Wahrscheinlichkeitsdichten im
Zentrum des Potentials wesentlich grofler als klassisch.

5.4 Schwingungsspektren zweiatomiger Molekiile

Das Modell des harmonischen Oszillators dient als erste Naherung zur Beschreibung
von Molekiilschwingungen. Wir betrachten die Bewegung von zwei Teilchen mit
Massen mq, ms, Ortskoordinaten 71, r9, und Impulsen p; = mi71 und po = mars.
Der Massenschwerpunkt ist

R — m1T1+m2T2’ (5.63)

my + mo
die Gesamtmasse
M = mj+mgy. (5.64)
Der Gesamtimpuls des Systems ist
P = MR = p,+ps. (5.65)
Wir definieren die reduzierte Masse
mime

po= —= (5.66)

my + mgo

und die Relativkoordinate
T = ’["1 — ’["2 . (567)
Der Relativimpuls ist

map1 — Mmip2
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5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung

Mit diesen Definitionen folgt durch Einsetzen

P p’ pi | 13

m'f‘ﬂ = 2—Tn1+2—7n2 (5.69)
Das Potential hingt meist nur von der Relativkoordinate r ab. Damit 148t sich
der Hamilton-Operator H (R, ) als Summe von zwei unabhéngigen Termen H Mm(R)
und I:Im(r) schreiben, von denen der erste die Bewegung des Massenschwerpunktes,
der zweite die Bewegung relativ zum Massenschwerpunkt in einem Potential V (r)
reprisentiert.

2 1 H2 h2 2
Au(R) = o = =55V
. 1, - R,

Entsprechend kann die Wellenfunktion als Produkt einer Translationsfunktion und
einer Schwingungseigenfunktion geschrieben werden.

Im folgenden wird die Bewegung der Atome relativ zu einem festen Massenschwer-
punkt betrachtet. Wir kénnen die Ergebnisse des vorigen Abschnitts direkt anwen-
den, wenn wir einfach die Masse m durch die reduzierte Masse u ersetzen.

Die tatsédchlichen Bindungspotentiale in Molekiilen sind allerdings nicht harmo-
nisch. In der Umgebung des Gleichgewichtsabstandes kann man ein anharmonisches
Potential durch eine Taylor-Entwicklung approximieren
1 2, 1 3, 1 4

Viz) = 51{:2(3: — Te)” + gk‘g(,fl? — Te)” + $k‘4(:c —Te) .. (5.71)
Je stirker das Moleiil schwingungsangeregt wird, um so grofier sind die Auslen-
kungen x — z. und um so wichtiger werden die anharmonischen Korrekturen. Die
Energiezustdnde des anharmonischen Oszillators bilden keine gleichméflige Lei-
ter. Normalerweise nimmt der Abstand der Energieeigenwerte mit zunehmender
Schwingungsquantenzahl ab. Man kann diesen Effekt phénomenologisch durch eine
Entwicklung nach Potenzen von v + % beriicksichtigen. Damit ergibt sich fiir die
Energien E, des anharmonischen Oszillators:

1 1 1
E, = hl|we(v+ 5) — wee(V + 5)2 + weye(v + 5)3 —_— (5.72)
Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten ks, k3 etc. und den (meistens posi-

tiven) Anharmonizititskonstanten weTe, weye ete. 1aBt sich mit Hilfe der Stérungs-
theorie bestimmen (vergl. Abschnitt 8.5).

Es sei darauf hingewiesen, dafl die Konstanten we, weZe, weye hier die Dimension

einer Frequenz besitzen, d.h. die Einheit ist [sec™!]. In der Spektroskopie charak-

tersiert man die Schwingungszustinde dagegen meist durch Angabe der reziproken

Wellenléingen in Einheiten [cm™!]. Die Termwerte in reziproken Wellenlingen sind
E, 1

_ _ 1 1., 1.,
G, = he . 9re we(v+2) wexe(v'f' 2) +weye(v+ 2) (573)
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Der Faktor 1/2m¢ wird tiblicherweise in die Konstanten w,, wez, einbezogen und
diese in [ecm™!] angegeben, so daf

1 1 1
Gy = we(v+ 5) — wee(v + 5)2 + weye (v + 5)3 — .. (5.74)

Um Verwirrung und die Faktoren 27c zu vermeiden, werden wir aber weiterhin
stets mit Energien und Fregenzen arbeiten.

Eine besonders einfache und in vielen Fillen recht gute Naherung fiir anharmoni-
sche Potentiale stellt die Morse-Funktion dar

V(z) = De(1 — e M@2e))2 (5.75)

Hier ist D, die Dissoziationsenergie des Molekiils, d.h. die Energiedifferenz zwi-
schen der Energie fiir x — oo und der Energie am Potentialminimum FE(z.). Der
Parameter b bestimmt zusammen mit D, die Kriimmung der Potentialkurve. Durch
Entwicklung der Exponentialfunktion in eine Taylor-Reihe findet man

V(z) = Db [(m —z0)? — bz —x.) + 1—7252(56 —z )t 4. (5.76)

d.h. [vergl. Gl (5.71)]

)

ke = 2D.b* bzw b= TR

(5.77)

Die Schrodinger-Gleichung 148t sich auch fiir das Morse-Potential (praktisch) exakt
16sen, und die Eigenwerte sind

E, = h [we(v + %) — weZe(v + %)2} (5.78)

mit
we = 2135’2 (5.79)
WeTe = Z—Tj (5.80)

Abb. 5.5 zeigt das Morse-Potential und die entsprechenden Energieniveaus fiir das
Oo-Molekiil. Man erkennt, dafl die Morse-Funktion im repulsiven Teil steiler an-
steigt als das harmonische Potential. Bei Dehnung der Molekiilbindung steigt das
Potential dagegen langsamer an und strebt gegen einen konstanten Grenzwert,
der Dissoziationsenergie D.. Oberhalb dieser Energie sind beliebige Energien zu-
gelassen, d.h. es liegt ein Kontinuum vor. Man beachte, daf} sich D, auf das Po-
tentialminimum bezieht. Mefibar sind dagegen nur Dissoziationsenergien beziiglich
bestimmter Schwingungsniveaus. Fiir die Dissoziationsenergie des Schwingungs-
Grundzustandes ergibt sich aus dem Morse-Potential

D, — De—h[

We wexe}

. . (5.81)
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5 Exakte Losungen der Schrodinger-Gleichung

Abbildung 5.5: Morse-Potential und Schwingungsfunktionen fiir Oq

wobei die Differenz zwischen D, und D, die sogenannte Nullpunktsenergie des Sy-
stems ist.
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Drehimpulse sind fiir die Beschreibung von atomaren und molekularen Prozessen
von fundamentaler Bedeutung. Die Drehimpulstheorie beschreibt z.B. die Rotation
von Molekiilen und ist Voraussetzung fiir das Verstdndnis der Elektronenstruktur
von Atomen. Eine detaillierte Beschreibung von Molekiilspektren, Streuphdnome-
nen oder von elementaren Reaktionen erfordert die Kopplung von Drehimpulsen
verschiedensten Urspungs; hierzu gehort auch der Elektronenspin. In diesem Ka-
pitel werden wir nur die Grundlagen der Drehimpulsalgebra kennenlernen. Fiir
ausfiihrlichere Darstellungen sei neben den in der Literaturliste bereits aufgefiihr-
ten Biichern von P. W. Atkins und W. Kutzelnigg auch auf R. N. Zare, Angular
Momentum, John Wiley & Sons, 1988 und auf M. Weissbluth, Atoms and Molecu-
les, Academic Press, 1978 verwiesen.

6.1 Die Drehimpulsoperatoren

Klassisch wird der Drehimpuls durch einen Vektor
l1 = rxp (6.1)

beschrieben. r ist der Ortsvektor und p der lineare Impuls des betrachteten Ob-

A

Abbildung 6.1: Klassische Definition des Drehimpulses

jekts. Die Komponenten des linearen Impulsvektors nennen wir p,, p, und p, und
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

die Komponenten des Drehimpulsvektors [, I, und [, (vergl. Abb. 6.1).

r = (w Y z) = X+ yy + 2Z
P = (px Py D:) = poX+pyy + .2
1 = (I Iy L) = LX+1,§+1.2 (6.2)

Hier sind %X, ¥ und Z Einheitsvektoren in Richtung der x-, y- und z-Achsen. Das
Vektorprodukt kann als Determinante ausgedriickt werden

Xy z
1 = rxp=|z y 2z| = (yp:— 2py)X+ (2ps — xp.)y + (xpy — YPHB)
Pz Py Pz

Die Komponenten des Drehimpulsvektors werden durch Koeffizientenvergleich von
Gl (6.2) mit Gl (6.3) erhalten

le. = yp.—2py
ly = ZPx — TPz
l. = apy—yps . (6.4)

Man beachte die zyklische Vertauschung der Indizes x, v, z.

Wenn sich ein Teilchen auf einer Kreisbahn um den Ursprung in der zy Ebene
bewegt, ist nur [, von Null verschieden. Im Gegensatz zum linearen Moment ist
der Drehimpulsvektor fiir eine Kreisbewegung konstant; er steht senkrecht auf der
Ebene, in der das Teilchen rotiert. Der Betrag des Drehimpulses ist klassisch durch
die Lénge des Vektors 1 gegeben

o= |=y/2+2+i2. (6.5)

Das Triigheitsmoment beziiglich Rotation um eine Achse g ist I, = mr? (das
Triagheitsmoment ist allgemein ein Tensor der Stufe zwei). Die Winkelgeschwindig-
keit beziiglich dieser Achse sei w, [rad/sec|. Dann ist klassisch der Drehimpuls

lg = Igqwq (6.6)
und die kinetische Energie

1 Iz
Epin = 5lgwg = 57

Wi = —. (6.7)
2 17 2L,

Diese Ausdriicke sind vollstéindig analog zu denen fiir den linearen Impuls, nur ist
die Masse m durch das Trégheitsmoment I, die lineare Geschwindigkeit v durch die
Winkelgeschwindigkeit w und der lineare Impuls p durch den Drehimpuls [ ersetzt.
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6.1 Die Drehimpulsoperatoren

Die quantenmechanischen Drehimpulsoperatoren erhalten wir, indem wir fiir die
linearen Impulse die entsprechenden Operatoren einsetzen:

0
i Aa: = —th —
Pz — P ? or
. 0
Py — DPy= —th a_y
R L 0

p. — p,=—ih 5 (6.8)

z oy
P 0 0
ly = z2py—axp, = —ih <Za_x — :c£>
~ . L 0 0
l. = xpy—yp: = —ih (xa—y — y%> . (6.9)

Zunéchst wollen wir die Kommutatorbeziehungen fiir diese Operatoren herleiten.
Diese sind fiir die weitere Betrachtung von zentraler Bedeutung. Wir haben in
Abschnitt 4.2 gesehen, dafl wir zwei Observablen nur dann gleichzeitig exakt messen
kénnen, wenn der Kommutator der entsprechenden Operatoren verschwindet. Es
gilt

[2,pz] =ih, [z,py] =0, [2,p.]=0 (6.10)

Damit erhalt man

[lza ly] = [(yﬁz - Zﬁy)a (Zﬁx - xﬁz)]
= [yﬁza Zﬁz] + [Zﬁy’ xﬁz] - [yﬁza Ccﬁz] - [Zﬁy’ Zﬁx]
0 0
= y[ﬁm z]ﬁx + xﬁy [27 ﬁz]
= ih(zpy — yps) = ikl . (6.11)

Die iibrigen Kommutatorbeziehungen kann man genauso ableiten oder einfach
durch zyklische Vertauschung der Indizes x,y, z erhalten:

Iz, 1] = ihl. [0y, 1,] = ihl, I, 1z) = i, . (6.12)

Diese Beziehungen bilden die Grundlage der gesamten Drehimpulsalgebra. Phy-
sikalisch besagen sie, dafl immer nur eine Komponente des Drehimpulses exakt
bestimmt werden kann. Die anderen beiden Komponenten sind dann unscharf. Nor-
malerweise nehmen wir /, als die bevorzugte Komponente.

Bei der Definition der Drehimpulsoperatoren sind wir von den klassischen Dre-
himpulsen ausgegangen und haben die quantenmechanischen Operatoren fiir die
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

linearen Impulse eingesetzt. Allgemeiner wollen wir jeden Operator j, dessen kar-
tesische Komponenten die Kommutatorbeziehungen

[]zvjy] = 'Lh.}z s []yvjz] = 'thx 5 []Zaja:] = ih}y . (6'13)

erfiillen, als Drehimpulsoperator bezeichnen. Wir werden in Kiirze sehen, daf§ die-
se Verallgemeinerung zu Ergebnissen fiihrt, die tiber die klassische Interpretation
hinausgehen. Insbesondere erlaubt sie die Existenz des Spins, einer Grofle, fiir die
es keine klassische Analogie gibt.

Das Betragsquadrat eines Drehimpulses wird durch den Operator 32 beschrieben:

o= R4+l (6.14)

Wir wollen jetzt untersuchen, ob j? gleichzeitig zu j, exakt bestimmt werden kann.
Dazu bilden wir den Kommutator

[.72732] = []gvjz] + [.757.}2] + [jgvjz] : (6.15)

Man zeigt leicht, dafl sich die ersten beiden Terme gegenseitig aufheben und der
letzte verschwindet. Folglich gilt

~ A~ A~

[.]2)31‘] =0, []Q’jy] =0, []Q’jz] =0. (6'16)

Der Betrag und eine Komponente des Drehimpulses kénnen also gleichzeitig scharf
gemessen werden.

6.2 Die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren

Wir haben gesehen, daff die Operatoren j2 und j, kommutieren. Folglich muf} es
simultane Eigenfunktionen geben, die wir, ohne sie genauer zu kennen, mit |jm >
bezeichnen wollen. Die noch unbekannten Eigenwerte (in Einheiten von /) nennen
wir A\; und m

Plim > = MjR2|jm >

Jalim > = mh|jm > . (6.17)
Da j2 und j, hermitesche Operatoren darstellen, sind die Eigenfunktionen lgm >
orthogonal. Wir nehmen an, daf} sie normiert sind, so dafl

NRZ = < gmlj? jm >

mh = < jmlj|ljm > . (6.18)

Zunéchst betrachten wir den Operator jg —1—33 = 52—32 Dieser Operator ist diagonal
in der Basis |jm > und hat folgende positiv definiten Matrixelemente

<Jgm|(GZ +i)lim > = B*(\j—m?) >0. (6.19)
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6.2 Die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren

Die Matrixelemente kénnen nicht negativ sein, da Erwartungswerte iiber das Qua-
drat eines hermiteschen Operators positiv definit (> 0) sind [vergl. Gl. (3.32)].
Folglich gibt es fiir ein gegebenes j Maximal- und Minimalwerte von m, die wir mit
Mynaz UNd My, bezeichnen.

Wir definieren jetzt zwei neue Operatoren

A~

J+ = jz + Z'jy und j, = jx - ijy . (6.20)

Diese erfiillen die Kommutatorregeln

[52731] =0
|:5Z)ji:| = :l:hji
(5+,3—] = 2hj. . (6.21)

Wir lassen diese Operatoren auf eine Eigenfunktion |[jm > wirken und untersuchen
die resultierenden Funktionen

j2ji|jm > = jijQ |jm >= )\jh2ji |]m >
Jzgxlim > = (Jej. £ hyt)lgm >= (m £ DhjL|jm > . (6.22)
Die neue Funktion j+ |jm > ist wieder eine Eigenfunktion mit Eigenwerten )\jh2

und (m £ 1)h. Sie mufl also proportional zur normierten Eigenfunktion [jm +1 >
sein:

jeljm > = C lim+1> . (6.23)

Auf Grund dieser Eigenschaften bezeichnen wir j, als Aufsteige- (Step-up) und j_
als Absteige- (Step-down) Operator. Da die Werte von m zwischen my;, und m,qz
liegen miissen, folgt

.}+|jmmax >

jf|jmmin> = 0 (6.24)
und weiter

]LJA'JrUmma:v >
J+J—limmin > = 0. (6.25)

Die Operatorprodukte j. j# kénnen wir entwickeln:

J-gr = (o —ijy) Uz +ijy)
= 232+ G ]
= j2-j2—j.h

und

~

Jyi- = -+ h (6.26)
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Durch Addition dieser Gleichungen erhalten wir eine fiir spétere Zwecke niitzliche
Beziehung:

~ 1 [Tt [Tt ~
7= +i-00) + 32 (6.27)

Anwendung der Operatorprodukte auf |jmpqe > bzw. |jmm, > ergibt mit Gl
(6.26)

jf.}.+|jmmax > = h? [)\j - mmax(mmax + 1)] |]) Mypaz >= 0
Jad—ldmmin > = B[N — Munin (Munin — 1)) |7, Mimin >= 0. (6.28)

Da |j, Mmaz ># 0 und |j, mynin ># 0, konnen diese Gleichungen nur dann erfiillt
sein, wenn die Ausdriicke in den eckigen Klammern verschwinden. Durch Eliminie-
rung von J\; folgt

Mmazx (mmax + 1) = mmm(mmm - 1) . (629)
Diese Beziehung kann nur fiir my,;n, = —Mmae erfiillt sein. Wir nennen den positiven
Wert j

j = Mmazx (630)

und erhalten fiir \;
Ajo= jE+1). (6.31)

Durch sukzessive Anwendung von j_ auf die Funktion |7Mmaz > konnen wir 25 +
1 Eigenfunktionen von j2 mit identischen Eigenwerten j(j + 1)A% erzeugen. Die
entsprechenden Eigenwerte des Operators J, sind m = j,j—1,j—2,...,—j+1, —j.
Da myin = —Munae und weil die Differenz zweier aufeinander folgender m Werte 1
betrégt, kann m nur ganz- oder halbzahlig sein.

Schliellich sind noch die Normierungskonstanten C;Em zu bestimmen. Die Opera-

toren jjr und j_ sind zueinander adjungiert, d.h.
<gmljilim—1> = <jm—1[j_[jm >* . (6.32)
Daraus folgt mit Gl. (6.26)

Cil? = <imljzjelim > = < jm|j® = j.(j. £ h)[jm >
= R(G+1) —m(m+1)]. (6.33)
Da nur das Betragsquadrat bestimmt ist, kann das Vorzeichen von C]im (d.h. die

Phase von |jm >) nicht eindeutig festgelegt werden. Per Definitionem wird ange-
nommen, daf Cfm reell und positiv ist

Cs, = hWiG+1)—m(m+£1). (6.34)
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6.3 Das Vektormodell fiir Drehimpulse

Die Matrixelemente iiber j, und j'y erhalten wir einfach durch Linearkombination

von j4 und j_, d.h., j, = 0+ +70), gy = —2i(j+ — j—) Wir fassen noch einmal
alle Ergebnisse zusammen:

< jm\jQ\j'm' > = j(j+1) h? 05" Omm!
< ]m’]Z‘j,m, > = mh 5jj/5mm’
<jgmljxli'm' > = Vi +1) —m(m+1) h66mms
A 1 —
<gmliali'm' > = ST+ 1)~ mlmE 1) B GG
A 1 —
< gmlgyli'm' > = Fig Vil +1) —m(m=E1) R 6jj0mmti - (6.35)

Die Drehimpulsquantenzahl j kann halbzahlige und ganzzahlige positive Werte an-
nehmen, 0, 1/2, 1, 3/2, ---. Ganzzahlige Werte entsprechen Orbitaldrehimpulsen,
die klassisch interpretiert werden koénnen, wihrend halbzahlige Drehimpulse als
Spins bezeichnet werden. Beide werden durch die gleiche Operatoralgebra beschrie-
ben.

6.3 Das Vektormodell fiir Drehimpulse

Wir haben gesehen, dafl wir nur die Lénge 1/j(j + 1)% und eine Komponente j, =
mh des Drehimpulsvektors j gleichzeitig bestimmen konnen. Die Komponenten j,
und j, sind unscharf. Die Erwartungswerte von j, und j, sind Null (s.0.). Wir
konnen diese Resultate noch etwas besser interpretieren, wenn wir die Varianz der
Drehimpulskomponenten betrachten (vergl. Kapitel 4.3):

(Aj)? = < jm|i2jm > — < jmljelim >2 = < jm|j2[im > (6.36)
N—————
0

Die Summe der Varianzen von j, und j,
(Ao)? + (Afy)° = <jmlf|jm > — < jm|jZjm > = R [j(j + 1) 687

ist fiir einen gegebenen Wert von m konstant. Die geringste Unschérfe ergibt sich
fir m = j; man beachte aber, dafl die Summe der Varianzen nie Null wird. Da
die Erwartungswerte von j, und j'y verschwinden, kénnen wir j als einen Vektor
auffassen, der mit gleichméfiger Geschwindigkeit um die z—Achse prézediert; die
Projektion von j auf die z—Achse ist stets mh (siehe Abb. 6.2). Allerdings ist
diese Interpretation nicht wortlich zu nehmen; wir wissen, dafl die Position von
j zu einem bestimmten Zeitpunkt aufgrund der Unschéirferelation nicht bestimmt
werden kann. Vielmehr ist die Wahrscheinlichkeit, ihn irgendwo auf dem Konus um
z zu finden, fiir alle Winkel gleich grof8. Die Priizession bekommt allerdings eine
echte physikalische Bedeutung, wenn man Bewegungen in externen magnetischen
oder elektrischen Feldern betrachtet.
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Abbildung 6.2: Vektormodell fiir Drehimpulse

6.4 Die Drehimpulseigenfunktionen

Bisher haben wir nur in einem abstrakten 2j 4+ 1 dimensionalen Funktionsraum
gearbeitet. Die explizite Form der Eigenfunktionen fiir ganzzahlige Werte von j = [
wird am einfachsten in Kugelkoordinaten erhalten

x = rsinfcos¢
= rsinfsin¢
z = rcosf. (6.38)

0 ist der Winkel zwischen r und z, und ¢ der Winkel zwischen der Projektion von
r auf die z,y Ebene und % (Abb.6.3).

Eine beliebige Funktion ¥(x,y,z) kann als implizite Funktion der Koordinaten
r, 0, ¢ aufgefait werden, ¥ (r(zx,y, 2),0(x,y, 2), ¢(x,y, z)). Zur Berechnung der Ab-
leitungen 0¥ /dx, OV /Jy und 0¥ /0z verwenden wir die Kettenregel, (¢ = {z,y, z})

ov B or\ ov 00\ oV 0¢p\ OV
g <8Q> or +<8q> 90 +(8Q> 9¢ (6.39)

Wir koénnen also die Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten z,y, z durch
Ableitungen nach den Kugelkoordinaten ausdriicken und diese Beziehungen in die
Definition der Drehimpulsoperatoren einsetzen. Zur Berechnung der bendtigten Ab-
leitungen 9r/dq, 00/0q und 0¢/dq miissen wir r, 6, ¢ als explizite Funktionen von
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6.4 Die Drehimpulseigenfunktionen

1<

Abbildung 6.3: Sphérische Polarkoordinaten

x,1, z ausdriicken.

ro= a2ty 422

§ = arccos (E)
r

¢ = arctan (Q) (6.40)

X

Zum Beispiel

or z

% - cos

% L r r2 — 2 B _\/:C2+y2 B _Sin@

aZ o T2_Z2 7"3 - T2 - r

¢

— = 0. 6.41
9, (6.41)
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Analoges Vorgehen fiir alle anderen Ableitungen, Einsetzen, und Umformen ergibt:

. ., 0 0
l = 1ih (sm gb% + cot f cos qﬁ—)

o
l, = ih <— cosgﬁ% + cot@singb%)
I, = —z’ha%
l; = het (:l:% + i cot 9(,%)
2
P = —» Lié@@% + Siie% Gme%)} . (6.42)

Der Operator A2 = —? / h? heiBt Legendre-Operator . Alle diese Operatoren hingen
nur von den Winkeln 6 und ¢ ab, sind jedoch unabhéngig von r. Folglich kénnen
die Funktionen |[lm > auch nur von 6 und ¢ abhéngig sein. Wir bezeichnen sie
explizit mit Y}, (0, ¢). Um diese Funktionen zu erhalten, miiite man im Prinzip die
partiellen Diffentialgleichungen zweiter Ordnung

PYim(0,0) = 11+ 1)h*Ym(0,9)
Zzi/lm(eagb) = mhi/lm(eagb) (6'43)

16sen. Mit den Ergebnissen des vorigen Abschnitts konnen wir die Eigenfunktionen
Y1 aber viel einfacher erhalten. Es mufl gelten

1 Yu(0,6) = 0. (6.44)

Explizit

he' (% +icot .9(%) Yi(0,4) =0. (6.45)
Dieses ist eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die sich viel einfacher
als die obigen Gleichungen zweiter Ordnung losen 1&8t. Wenn wir eine Losung |lm >
gefunden haben, kénnen wir die iibrigen durch Anwendung des Operators [_ leicht
berechnen. Da der Exponentialterm nicht Null sein kann, mufl die Wirkung des
Operators in der Klammer auf Y;(6, ¢) Null ergeben. Wir versuchen den Ansatz

Yu(0,9) = ©(0)2(9). (6.46)

Einsetzen und Division durch Yj;(0, ¢) ergibt

o (o) = w6 ) o)

Beide Seiten miissen gleich einer Konstanten ¢ sein, damit die Gleichung fiir beliebi-
ge 0, ¢ giiltig sein kann. Damit erhalten wir zwei unabhéngige Diffentialgleichungen
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6.4 Die Drehimpulseigenfunktionen

erster Ordnung

90(0)

0 — © ©(0) cot 0
0®(p) .
59 = i®(e) . (6.48)

Die allgemeinen Losungen lauten

O(0) = Nisin‘d
D(p) = N
Yy = Nsinhe’? . (6.49)

Hier sind Ny, No und N = NNy Normierungsfaktoren. Um den Wert der Kon-
stanten c¢ zu bestimmen, bedenken wir, dafl der Operator l; nur auf die Koordinate
¢ wirkt, Y}, also Eigenfunktion von [, mit Eigenwert ! (in Einheiten von h) sein
mufl. Wir erhalten

<—ih§¢> Nsin0e'® = chNsin‘0e’® . (6.50)

Die Konstante ¢ muf} also gleich [ sein. Somit ist
Yi(0,¢) = Nsinlel® . (6.51)

Die iibrigen Funkjionen Yim (m=1-1,1—2,...,—1) ergeben sich durch sukzessive
Anwendung von [_, z.B.

5_5/21(97 ¢) = he™ ' (—% + i cot 0%) Nsinlge'®

— —2Nhisin' ™ 0 cos 9’19 (6.52)
Allgemein héngen die Funktionen © von den Quantenzahlen ! und m ab, so dafl

Yin(0,0) = Oun(0)®(9) mit  ®,,(¢) = e . (6.53)

Die Funktionen Yj,, heiflen Kugelfiichenfunktionen (engl. spherical harmonics),
und die Funktionen 0y, sind die zugeordneten Legendre-Funktionen. Einige Kugel-
flachenfunktionen sind in Tabelle 6.1 angegeben.

Diese Funktionen sind orthonormiert beziiglich Integration iiber eine Einheitskugel

2 T
< lm]l’m' > = / d¢/ Yf;n(H, qﬁ)Y}/m/(é?, ¢) sin 0d0 = 5ll’5mm’ . (654)
0 0

Diese Resultate gelten nur fiir ganzzahlige Drehimpulse, weil nur fiir ganzzahlige
Werte von [ die Funktion Gl. (6.51) eindeutig ist ("¢ = ¢ (¢+2m) ist nur fiir [ =
ganzzahlig erfiillt); auf halbzahlige Drehimpulse kommen wir spéter zuriick.
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Tabelle 6.1: Einige Kugelflichenfunktionen

I m  Yin(0,9) Vi (2,9, 2)
0 0 \/% \/%

10 2 cosd \/gf

1 41 $\/gsin(9eiw5 ¥ %@LTW)

20 Bt —1) o CEn)

2 41 F1/ 22 cos Osinfe® /12 (ztiy)z

T

15 02 9 +2i¢ /15 (ztiy)®
2 £2 35 Sin” fe T

Fiir viele Zwecke ist es niitzlich, reelle Linearkombinationen der komplexen Kugel-
flachenfunktionen zu bilden

Yho= (UMMt Y (m>0)
Y}y_n - (_1)mi [Ylm - Yzfm] (6'55)

V2

Diese Funktionen werden in der Atom- und Molekiiltheorie meist durch Angabe der
Buchstaben S, P, D, F etc. anstelle der Quantenzahlen 1=0, 1, 2, 3 etc. sowie durch
ihre Abhéngigkeit von den kartesischen Komponenten x, y, z charakterisiert. Die
wichtigsten Funktionen sind in Tabelle 6.2 angegeben und in Abb. 6.4 graphisch
dargestellt. In den Abbildungen ist der Abstand vom Ursprung fiir ein bestimmtes
0, (z,y, z) dem Funktionswert proportional (parametrischer Plot).

6.5 Kopplung von Drehimpulsen

In vielen Féllen setzt sich der Gesamtdrehimpuls eines Molekiils aus mehreren An-
teilen zusammen. Zum Beispiel besitzt ein rotierendes Molekiil einen Drehimpuls,
der von der Rotation des Kerngeriists um den Massenschwerpunkt herriihrt. Hinzu
kommen koénnen Drehimpulse von ungepaarten Elektronen sowie der Elektronen-
spin und der Kernspin. Wir miissen daher untersuchen, wie man zwei oder mehr
Drehimpulse zu einem Gesamtdrehimpuls zusammenkoppeln kann.

Wir betrachten zwei Drehimpulse j; und jo. Diese seien durch die Eigenfunktionen
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Abbildung 6.4: Reelle Kugelflichenfunktionen
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Tabelle 6.2: Einige reelle Kugelflichenfunktionen

Bezeichnung Funktion

Yoo S \/%_W \/%_W

Yio P, % cos 6 %%

Yo o B \/gsinecomb 3z

i oo B 3 sin Osin ¢ EW

Y20 D, \/mzﬂ(?) cos?0 — 1) = %
Yy Dy, \/% cos 0 sin 6 cos ¢ % zz

Yor Dy, % cos 0 sin 0 sin ¢ % 7?{_5

YQE Dzy \/116:57r Sin2 0 sin 2¢ 116_577 %

b Dy2_ 2 \/% sin? 6 cos 2¢ % (xQT;yQ)
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6.5 Kopplung von Drehimpulsen

|[71m1 > und |jamg > beschrieben; die Zustinde werden durch die Quantenzah-
len ji, my, jo und mo vollstindig beschrieben. Das Gesamtsystem sei durch eine
Funktion |jimy; jome > spezifiziert. Um festzustellen, welche der Drehimpulse wir
gleichzeitig exakt bestimmen konnen, miissen wir wieder die Kommutatorregeln
ableiten.

Als erstes stellen wir fest, dafl alle Operatoren, die zu verschiedenen Drehimpulsen

gehoren, kommutieren

~

ipsJog) = 0 fiir p,q={z,y,z}. (6.56)

Die Produktfunktionen |[ji,m1;j2,mo >= |j1m1 > |jame > sind daher simultane
Eigenfunktionen der Operatoren j2, j3, j1, und jo,

Jiljima; jame > = ji(j + DR?[jima; jama >

Bljma; jame > = ja(ja + DR [jima; jama >

Jizlfima; jome > = mah|jima; jams >

Josljimu; jame > = moh|jima; joms > (6.57)

Dies wird als ungekoppelte Darstellung bezeichnet. Fiir gegebene j1, jo haben wir
einen Raum der Dimension (2j; + 1)(2j2 + 1). Abbildung 6.5 veranschaulicht mit
Hilfe des Vektormodells die ungekoppelte Darstellung. Beide Drehimpulsvektoren
prézedieren unabhéngig voneinander um die z-Achse und ergeben Projektionen m;y
und my. Wie man sieht, ist j weder in Betrag noch in Richtung zeitlich konstant

G

Abbildung 6.5: Vektormodell fiir die ungekoppelte Darstellung zweier Drehimpulse

(Dies ist dagegen bei j, = ji, + j2. der Fall).

Klassisch setzt sich der Gesamtdrehimpuls j aus den Einzeldrehimpulsen j; und jo
additiv zusammen. Um zu sehen, ob dies auch quantenmechanisch gilt, untersuchen
wir die Kommutatorbeziehungen fiir den Gesamtdrehimpuls mit den Komponenten

~

.jq = jlq+32q fiir q:{xvyvz}' (658)
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik
Zum Beispiel gilt
[jzvjy] = [jlz +32w751y +32y} = [jlzvjly} + [32%523/}
= ih(jr1z + jo:) = ihj- (6.59)

d.h. die Kommutatorregeln entsprechen den charakteristischen Beziehungen fiir
Drehimpulskomponenten. Die Eigenfunktionen der Gesamt-Drehimpulsoperatoren
seien |j172;7m >. Da j2 und j5 mit sich selbst und gegenseitig kommutieren, gilt

[3’%52] =0
[55,52] =0, (6.60)

d.h. die Funktionen |j;j2; jm > sind simultane Eigenfunktionen zu j2, j,, j2 und
)
J2:

Jiljgeigm > = ji(jr + D)R2|jija; jm >

Bljrgeigm > = ja(ja + 1)R2|j1ja; jm >

Plivgeiim > = j(G + DR[juja; jm >

Jeljrjesjm > = mhljija; jm > (6.61)

Dagegen sind die Kommutatoren

[51Z732] = 2ih(31y52m_31z52y)

|:52z’52] 2ih(52y.}.11 - 52:)3.}.1?;) (662)

ungleich Null, so dafl wir die z-Komponenten der Einzeldrehimpulse nicht gleich-
zeitig mit dem Gesamtdrehimpuls bestimmen kénnen. Die Funktionen in der un-
gekoppelten Darstellung |j1m1; jame > sind aufler zu 5%, 522, J1- und Jo, auch Ei-
genfunktionen zu j, = 1. + jo, so daB im Vektormodell die Projektion von j auf
die z-Achse in beiden Darstellungen zeitlich konstant ist.

Abbildung 6.6 zeigt eine Veranschaulichung der gekoppelten Darstellung mit Hilfe
des Vektormodells. In diesem Fall konnen die Projektionen der Vektoren j; und
jo auf die z-Achse nicht exakt bestimmt werden. Der Gesamtdrehimpulsvektor j
besitzt eine feste Linge und prizediert um die z-Achse. Die gekoppelte Darstellung
|7m >= |j1j2; jm > ist der ungekoppelten dquivalent. Beide lassen sich durch eine
unitdre Transformation ineinander transformieren:

gm > = > |juma;jame > Cjimajama; jm) . (6.63)

mima

Die Elemente der Transformationsmatrix C erhalten wir formal durch Projektion

C(jimijame; jm) = < jima;jamaljm > . (6.64)
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ma

Abbildung 6.6: Vektormodell fiir die gekoppelte Darstellung zweier Drehimpulse

Diese Koeffizienten werden als Clebsch-Gordan oder Wigner-Koeffizienten bezeich-
net.

Wir wollen nun die folgende Orthogonalitéitsbeziehung ableiten:

> < gmljvma;jame >< jima; jamali'm’ > = 80 G - (6.65)

mimse
Da die Eigenfunktionen des hermiteschen Operators ;2 orthonormiert sind, gilt
<gml|j'm' > = §;; dmm/ (6.66)

Aus Gleichung (6.63) folgt

<jm| = Z < jima; jama| CT(jimajama; jm)  (6.67)
mims9
mit
Cl(jimajoma; jm) = < jmljima; jomg > (6.68)
und
i'm’ > = Y |jimhsgamy > C(jimyymi; i'm') - (6.69)
m)ml

Einsetzen der Gleichungen (6.67) und (6.69) in Gleichung (6.66) ergibt, wenn
beriicksichtigt wird, da8 die Eigenfunktionen der hermiteschen Operatoren j? und
j2 orthonormiert sind, d.h. daf gilt

0

. . g
< Jimas Jame|jym; jamg >= 051 0o ir Smym Omymy, (6.70)

schlieflich Gleichung (6.65).
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Wir wollen jetzt untersuchen, welche Werte fiir die Gesamtdrehimpulsquantenzahlen
j und m erlaubt sind. Anwendung von j, auf |jm > ergibt:

Jlim > =Y (ma 4 ma)liim; jama >< jimajamalim > (6.71)
mima

= Z m|jima; jama >< jimajama|jm > . (6.72)
mima

Wir subtrahieren Gl. (6.71) von Gl. (6.72) und erhalten (da |jimq;jama ># 0)
(m —mi — mg) < jlmljgmg\jm > =0 s (6.73)

d.h., die Koeffizienten < jymqjame|jm > verschwinden, aufler fiir m = mq + mo.
Die Quantenzahlen m; und mso addieren sich einfach algebraisch, und eine der
beiden Summen m; oder my in Gleichung (6.63) ist redundant.

Als néchstes wollen wir zeigen, daf} sich die Gesamtdrehimpulse vektoriell addieren.
Der hochste Wert von j ist jjmee = j1 + jo. Hierzu gehoren 25 + 1 Werte von m.
Insgesamt haben wir aber (251 + 1)(2j2 + 1) > 2(j1 + j2) + 1 Zusténde. Es mufl
also noch weitere erlaubte Werte von j geben. Eigenzustinde mit m = j; + jo — 1
konnen durch Kombination der ungekoppelten Funktionen |jij1 — 1;j2j2 > und
|71J1; joj2 — 1 > erzeugt werden; es mufl daher zwei linear unabhéngige Funktionen
mit Eigenwert 7 — 1 geben, von denen wir erst eine gefunden haben. Die zweite
Funktion muB zu j = j; + j2 — 1 gehéren. Somit haben wir weitere 2(j; +j2—1)+1
linear unabhéngige Funktionen gefunden. Der Gesamtdrehimpuls mufl positiv sein,
und man kann in der Tat zeigen, dafl dieser Prozef bis j = |j; — ja| fortgesetzt
werden muf}, um die richtige Gesamtzahl von linear unabhéngigen Funktionen zu
erhalten. Wir haben also

Jmaz = J1t 72

Jmin = |j1 — jal , (6.74)
d.h. der Gesamtdrehimpuls kann die Werte

Jo= Jitde fitie—1, jitje—2 ..., |72 (6.75)

annehmen. Fiir die Clebsch-Gordan Koeflizienten wurde von Racah folgender analyti-
scher Ausdruck hergeleitet

. . ) . s —291)(s — 2799)!(s — 243)!
< Jimajoma|jsms > = Omymams (23 + 1)( 2 ((s + ﬁu) b= 20)
X (j1 4+ m)!(G1 — m1)! (G2 + m2)! (G2 — ma)(js + m3)!(jz — ms3)!]"/?
X Y (=1 W1 + G2 = Js = ©)!(G1 — m1 = ) (G2 + ma — v)!
14
X (g — jo +m1 + )(jz — j1 —mg + )] ! (6.76)

mit s = j1 + jo + j3. Der Index v 1duft iiber alle Werte, fiir die die Fakultéten nicht
negativ werden. Meistens ist es einfacher, mit Tabellen zu arbeiten. Die einfachsten
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6.5 Kopplung von Drehimpulsen

Tabelle 6.3: Wigner Koeffizienten 1/2 x 1/2

Yii | Yio Yoo | Y11
Yipip  Yipie 1

Y212 Yi/2,-1/2 1 1
Yio,-12 Yi/2,1/2 3 3
Yip 172 Yipp—1/2 1

Tabelle 6.4: Wigner Koeffizienten 1 x 1/2

YES 2,3/2 Y3 2,1/2 Yl 2,1/2 Y3 2,—1/2 Yl 2,—1/2 Y3 2,-3/2

Yii  Yipip 1

Yii  Yip-ap \/g 3

Yio Yi2102 \/g /3

Yio Yi2,-1/2 % %

Yi-1 Y10 3 /3

Y11 Yy _1/2 1

Félle sind in den Tabellen 6.3 - 6.5 angegeben. Jede Spalte einer Tabelle gehért zu
einer gekoppelten Funktion, die man durch Summation der auf der linken Seite der
Tabellen angegebenen Produkte mit den entsprechenden Koeffizienten erhélt. Wir
werden diese Tabellen spéter bei der Kopplung von Orbital- und Spindrehimpulsen
haufig benstigen.

Als Beispiel betrachten wir die Kopplung von zwei Elektronenspins. Jedes Elektron
besitzt einen Spin, der sich wie ein Drehimpuls mit Quantenzahl j = % und j, = %
verhélt. Wir werden den Elektronenspin ausfiihrlich in den Abschnitten 9.3 und

10.7 behandeln.

Fiir Y7 /512 schreiben wir kurz a und fiir Yy 5 _1 /2 kurz 3. Wir kénnen die beiden
Elektronen zu einer Singulett oder zu einer Triplett-Gesamtspinfunktion .S koppeln,
d.h. zu zwei verschiedenen Zustdnden. Der Triplettzustand besitzt die drei Kom-
ponenten Sy 1 = Y71, S10 = Y10 und 51,1 = Y7 _1, wihrend die Singulettfunktion
lediglich aus Sp o = Yp,0 besteht. Mit Hilfe von Tabelle 6.3 erhalten wir

S11(1,2) =Y11(1,2) = Y1 21/2(1) - Yi/2,1/2(2) = a(1) (2) (6.77)
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Tabelle 6.5: Wigner Koeffizienten 1 x 1

Yoo | Yo1 Yi1 | Yoo Yio Yoo | Y1 Yi_1]|Ys o
Yi1 Y11 1
Y11 Yipo : 3
Yio Y11 3
Yii Y11 g \/g 3
Yio Yip 2 0 -\/3
Yi—1 Yia \/% '\/g \/g
Yio Y11 3 3
Y11 Yipo Y
Yi1 Y1 1
1
S10(1,2) = Y10(1,2) = \/;5/1/2,1/2(1)'3/1/2,—1/2(2)
1
+\/;Y1/2,1/2(1) “Yi/2.1/2(2)
1
= /(a8 + 40) ) (6.79)
S1,-1(1,2) = Y1, 1(1,2) = Yio _1/2(1) - Yi 9, _12(2) = B(1) B(2) (6.79)
1
So0(1,2) = Yo0(1,2) = \/;3/1/2,1/2(1)'5/1/2,1/2(2)
1
—\/;Y1/2,—1/2(1) “Yi/2,1/2(2)
1
= /5(e82) - B a@) (6.50)

Ein weiteres Beispiel ist ein Elektron in einem 2p Orbital. Die Kopplungskoef-
fizienten fiir die moglichen Kopplungen des Elektronenspins s = j; mit seinem
Bahndrehimpuls [ = jo zum Gesamtdrehimpuls J entnehmen wir Tabelle 6.4. Die-
ser Fall tritt z.B. beim Boratom auf. Es ist py = Y11, po = Y10 und p_1 = Y1 1
sowie & =Y} /91/2 und 3 = Y75 _1/5. Es ergeben sich insgesamt 3-2 = 6 Zusténde:

2PS/273/2 =Yi1- Y1 =
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6.6 Die Energieniveaus eines starren Rotators

1 2
*Pyo1jp = Yapup = \/7Y1 1- Y1212+ \/;Yl,o “Y1/2.1/2

- \fplm\fpoa (6.82)

1
*Pyjo 12 = Y315 = \/7Y1 0 Y1212+ \/;Yl,—l “Y1/2.1/2

= \fpom\[p Lo (6.83)

*Pyjy 30 =Y1,1-Yijo 12 =p-103 (6.84)

1
*Pig12 = Y = \/7Y1 1 Y1212 — \/;Yl,o “Yi/2.1/2
= \/71?15 \/>p004 (6.85)

2
*Pio 12 = Yijp—1/2 = \/7Y10 Y9, 1/2—\/;Y1,—1'Y1/2,1/2

= ros-y2paa (6.56)

6.6 Die Energieniveaus eines starren Rotators

Der Hamilton-Operator fiir die Bewegungen eines starren zweiatomigen Molekiils
relativ zu seinem Massenschwerpunkt ist (vgl. Abschnitt 5.4)

- h? [ 92 0? 0? h?
Hey = ——|—4+—+—] = ——V?%, 6.87

' 2 <8w2 * dy? * 8,22) 2u (6.87)
wobei p die reduzierte Masse

mims
. _mamaz 6.88
1 p— (6.88)
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

ist. Eine mogliche Translationsbewegung des Massenschwerpunkts ist bereits absepa-
riert. Fiir die Beschreibung einer Rotationsbewegung mit konstantem Bindungs-
abstand r = /22 + y2 + 22 ist es sinnvoll, Kugelkoordinaten zu verwenden. In
Kugelkoordinaten lautet der Laplace-Operator:

1/ 07 A?
V2 o= (8 )r+—. (6.89)

r \ Or2 r2

Hier ist A? der Legendre-Operator, den wir auf Seite 82 kennengelernt haben. Da
der Abstand r konstant sein soll, sind alle Ableitungen der Wellenfunktion nach r
Null, und wir erhalten

. K2
H.py = A2

_ 6.90

2pur? (6.90)
Die Eigenwerte von A? sind —J(J + 1) mit ganzzahligem J und die Eigenfunk-
tionen sind die Kugelflichenfunktionen Yjas(6, ¢) (siehe Abschnitte 6.2 und 6.4).
Die Rotationsquantenzahlen werden mit J und M bezeichnet. Die Eigenwerte sind
2J 4 1 fach entartet. Die Schrédinger-Gleichung lautet

HrotYJM(07¢) - BJ(J+1)YJM(07¢)7 (691)
wobei
h2
B o= g (6.92)

die Rotationskonstante darstellt. Diese wird iiblicherweise ebenso wie alle anderen
spektroskopischen Konstanten (s.u.) in reziproken Wellenlingen [cm~!] angegeben
Somit ergibt sich fiir die Energiewerte eines zweiatomigen starren Rotators

E; = BJWJ+1) fir J=0,1,2,.... (6.93)
Die Differenz zweier Niveaus ist
E;y—FE;_1 = B[J(J+1)—J(J—1)]:2BJ (694)

Der Abstand der Rotationsniveaus steigt also linear mit J an. Er ist umgekehrt pro-
portional zur reduzierten Masse des Molekiils und zum Quadrat des Bindungsabstan-
des. Zweiatomige Molekiile mit groflen reduzierten Massen p und langen Bindungsab-
stdnden haben also besonders eng zusammenliegende Rotationsniveaus.

6.7 Rotations-Schwingungsspektren zweiatomiger
Molekiile

Im vorigen Abschnitt wurde das Molekiil als starr betrachtet, d.h. die Schwingungs-
bewegung wurde vernachléssigt. Dagegen wurde bei der Behandlung des harmoni-
schen Oszillators in Abschnitt 5.3 die Rotation nicht beriicksichtigt. Jetzt wollen
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6.7 Rotations-Schwingungsspektren zweiatomiger Molekiile

wir Rotation und Schwingung gemeinsam betrachten. Die Schrodinger-Gleichung
fiir die Kernbewegungen relativ zum Massenschwerpunkt lautet in Kugelkoordina-
ten

W1 (9 A%Rp?
[_ﬂ; <ﬁ> r— W + V(T) \Ijv7J7M(T,9, ¢) = EU,J\PU,J(T’H) ¢) (6'95)

wobei r der Bindungsabstand ist und V(r) das Potential darstellt, in welchem sich
das Molekiil bewegt. Mit Hilfe des Produktansatzes

\IIU,J,M(T’ 0, ¢) = YJM(Ha ¢)Rv (T) (696)

erhalten wir nach Multiplikation von links mit Yj/(6, ¢) und Integration iiber alle
Winkel

h1 [ 02 J(J +1)R?
[_ﬂ; <w> r+ W + V(’l") RU(T) = Ev,JRv(T) . (6'97)

Diese Gleichung héngt nur noch vom Bindungsabstand r ab. Sie l&8t sich noch
weiter vereinfachen, wenn wir beide Seiten von links mit r multiplizieren und den
Ansatz machen

Sp(r) = rRy(r). (6.98)

Einsetzen ergibt

2 2 2
[_Z_u <%> T J(‘gﬂ%)h +V(r)| S(r) = E, S(r). (6.99)

Dies ist eine effektive radiale Schrodinger-Gleichung. Fiir J = 0 ist sie identisch
mit Gl. (5.37) fiir die eindimensionale Schwingungsbewegung. Fiir J > 0 ergibt sich
ein zusitzliches Zentrifugalpotential J(J + 1)h?/2ur?. Die negative erste Ableitung
dieses Terms nach r ist die Zentrifugalkraft, die bei Rotation des Molekiils die
Bindung etwas aufweitet. Man kann Gl. (6.99) auf die Form von Gleichung (5.37)
bringen, indem man ein effektives Potential

J(J +1)R?

T V(r) (6.100)

Vers(r) =
definiert.
Gleichung (6.99) 148t sich bei Kenntnis des Potentials V' (r) numerisch leicht 16sen.

Analytisch kann man nur Néherungslosungen erhalten. Fiir ein harmonisches Po-
tential V(r) = 1/2 k (r — re)? ergeben sich folgende Energieterme E,

Eyg = hwe(v+ %) + B J(J +1) = DJJ(J + 1)) (6.101)
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

wobei
k
We = — (6.102)
7
h2
B = — (6.103)
¢ 2pr?
4B3 nt
D, = ¢ (6.104)

2 2 9,362 "
hPw2  2pcriw?

Der erste Term ist die Schwingungsenergie eines nicht-rotierenden harmonischen
Oszillators, die durch die harmonische Schwingungskonstante w, charakterisiert
wird. Der zweite Term beschreibt die Energieniveaus des starren Rotators mit der
Gleichgewichtsbindungsliange r., wihrend der letzte Term die Aufweitung der Mo-
lekiilbindung durch die Zentrifugalkraft beriicksichtigt. Die Zentrifugaldehnungskon-
stante D, ist nicht mit der Dissoziationsenergie D, zu verwechseln, die meist durch
das gleiche Symbol représentiert wird!

Eine realistischere Beschreibung der Potentiale zweiatomiger Molekiile erhélt man
mit dem Morse-Potential V(r) = D(1 — e ?("=7¢))2 (vergl. Abschnitt 5.4). D ist
hier die Dissoziationsenergie. Die Energieterme des schwingenden Rotators sind in
diesem Fall

E,;j = ©h [we(v + %) — weTe(V + %)2
+BJ(J+1) = DJJ(J + 1)]2 — e (v + %)J(J + 1) (6.105)
mit
we = by?2 (6.106)
n
hb>
wete = 5o (6.107)
B, = 22% (6.108)
D, = 7?52 (6.109)

3weB.h [ 1 1 6h B\*?  /B.\?

_ — | = 2. = — | == 6.110

e 2D [bre b%«g] e [ Wete < h p) | 6410
WeTe ist die Anharmonizititskonstante und a. die Rotations-Schwingungs-Kopp-
lungskonstante. Der letzte Term berticksichtigt die Anderung des mittleren Bin-

dungsabstandes und somit des Triagheitsmoments mit zunehmender Schwingungs-
anregung.

Abbildung 6.7 zeigt die Potentialkurve von HC! in atomaren Einheiten, zu de-
ren Berechnung das effektive Potential Vsf(r) aus Gl (6.100) und fiir V(r) das
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6.7 Rotations-Schwingungsspektren zweiatomiger Molekiile

Morsepotential verwendet wurde. b wurde mit Hilfe von Gl. (6.106) aus der harmo-
nischen Schwingungsfrequenz w, berechnet und D ist die experimentelle Dissozia-
tionsenergie plus der Nullpunktsenergie %we — iwexe. Die benétigten Konstanten
we = 2990.946 cm ™!, 7, = 1.27455 A und D = 4.4336 €V + 0.1838 eV wurden dem
Buch von Huber und Herzberg, Constants of Diatomic Molecules (s.u.) entnom-
men. Mit zunehmender Rotationsanregung nimmt die Potentialtiefe immer weiter
ab bis schliefllich repulsive Potentialkurven resultieren. Der Gleichgewichtsabstand
wird mit zunehmendem J immer gréfler (Rotationsaufweitung) und innerhalb eines
bestimmten Wertebereiches von J z.B. bei J = 50 resultiert eine Rotationsbarriere
zwischen Potentialminimum und der Dissoziation des Molekiils.

Wie bereits in Abschnitt 5.4 erwdhnt, ist es iiblich, die spektroskopischen Konstan-
ten und Energien in reziproken Wellenlingen [cm™!] anzugeben. Wir sind dieser
Konvention bisher nicht gefolgt, um unnétige Faktoren zu vermeiden. In Gl. (6.105)
ergibt sich die Energie also in Einheiten von Joule, wenn alle auftretenden Grofien
in SI-Einheiten angegeben werden. Um die Energie in reziproken Wellenléngen zu
erhalten, mufl Gl. (6.105) durch hc dividiert werden. Die Umrechnung der Kon-
stanten hw, hwexe, Be, Do und o, von Joule in cm™! erfolgt durch Division mit
100 - he = 1,9864 - 10723 Jm. Der Faktor 100 stellt hierbei sicher, daf sich die
reziproken Wellenléingen in Einheiten von cm™! und nicht in Einheiten von m™!
ergeben.

Allgemein konnen die Termwerte T,; = FE,j/hc des schwingenden Rotators nach
Potenzen von v+3 und J(J+1) entwickelt werden (alle Konstanten jetzt in [cm™1])

T,; = G)+ F,(J)

) = wto Y -ndos I st b
Fy(J) = BoJ(J+1) =Dy [J(J + 1) + H, [J(J + 1)) — ...
B, = Be—ae(v+%)+%<v+%)2—...

D, = De—ﬁe(v+%)+.... (6.111)

Diese Entwicklungen lassen sich noch kompakter als Potenzreihe schreiben
T,; = Y X vt s Z[J(J+1)]m (6.112)
v ; Im 2 . .
m

Dies bezeichnet man als Dunham-Entwicklung und die Koeffizienten X, als Dunham-
Koeffizienten. Durch Koeffizientenvergleich finden wir z.B. X19 = we, Xog = —wee,
Xo1 = B usw. Die Dunham-Koeffizienten lassen sich theoretisch aus den Ableitun-
gen des Potentials an der Gleichgewichtsgeometrie oder empirisch durch Anpassen
der Termwerte an Mefldaten bestimmen. In Tabelle 6.6 sind die wichtigsten Kon-
stanten einiger zweiatomiger Molekiile angegeben. Diese Daten sind dem Buch von
K.P. Huber, G. Herzberg, Constants of Diatomic Molecules, Van Nostrand Reinhold
Company, 1979 entnommen.
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6 Drehimpulse in der Quantenmechanik

Tabelle 6.6: Spektroskopische Konstanten einiger zweiatomiger Molekiile (in cm™1)

98

re (A) B, s We  Wele
Ny 1.098 1.998 0.017 2358.6 14.3
O 1.208 1.446 0.016 1580.2 12.0
HCl 1.275 10.6  0.307 2990.9 52.8
Ho 0.741 60.9 3.062 4401.2 121.3




6.7 Rotations-Schwingungsspektren zweiatomiger Molekiile

Morse-Potential + Zentrifugalpotential fuer HCI
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Abbildung 6.7: Potentialkurven von HC! bei unterschiedlichen Rotationsanregun-
gen
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7 Das Wasserstoffatom

7.1 Separation der Schrédinger-Gleichung

Als nichstes betrachten wir das Wasserstoffatom bzw. Einelektronenatome mit
Kernladung Z. Der Hamilton-Operator lautet:

2

+ 5+ (7.1)

g R(F L F P\ 2z
ox? Oy 022

Cdmeg v
w ist die reduzierte Masse, die sich aus der Elektronenmasse m, und der Kernmasse
my, ergibt:
meMmg
= — = m,. 7.2
K Me + My, € ( )

Um die Schreibweise zu vereinfachen, werden wir in Zukunft atomare Finheiten
(a.u.) verwenden. In a.u. ist e = 1, h = 1, me = 1 und 4mey = 1. Die atomare
Energieeinheit heifit Hartree; 1 Hartree = 27.2116 eV = 219474.63 cm ™! = 2625.5
kJ/mol = 627.05 kcal/mol. Die atomare Lingeneinheit ist 1 Bohr = 0.529177 A =
0.529177 - 10719 m. In atomaren Einheiten lautet der Hamilton-Operator:

. 1 /02 0? 0? Z
g - —(L£, 2 ,72) 2, .
21 <8x2 + 0y? + 8z2) r (7:3)

Da das Potential kugelsymmetrisch ist, transformieren wir Hin Kugelkoordinaten.
Mit den Gleichungen (6.87) und (6.89) folgt:

. 1 2 A2 Z
7 S S P (7.4)
2ur \ Or? 2ur? 7
Unser Ziel ist die Losung der Schrédinger-Gleichung
Hy(r,0,0) = €i(r,0,0). (7.5)

Die Eigenwerte und Eigenfunktionen des winkelabhiingigen Legendre Operators A2
kennen wir bereits aus Abschnitt 6.4:

_A2Y2m(‘9’ ¢) = W+ 1)Yin(0,9) . (7.6)

Der erste Term des Hamilton-Operators hidngt nur von r ab, und wir kénnen wieder
eine Variablentrennung durchfithren. Wir nehmen an, dafl der radiale Teil durch
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7 Das Wasserstoffatom

eine noch unbekannte Quantenzahl n spezifiziert wird. Wir werden gleich sehen,
daf} er auch von [, aber nicht von m abhéngt. Wir machen den Ansatz

@Z)nlm(r’ 0, ¢) = Rnl(r)i/lm(ea ¢) (77)

und erhalten durch Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung

Vint0.6) [~ () 7+ S5 = 2| Rutr) = Vim0, 0)uiBetr)
(7.8)

Division durch ¥,,(6, ¢) und Multiplikation von links mir 7 ergibt:

[—i (g—;> T l(;/;j) - ﬂ PRu(r) = eurRulr). (7.9)
Mit dem Ansatz

Pu(r) = rRy(r) (7.10)
und

Hepy(r) = —i;—; + l(é;gl) —% = —i;—; + Veys(r) (7.11)
erhalten wir die radiale Schridinger-Gleichung

Hepp(r)Pu(r) = euPulr). (7.12)

Das Elektron bewegt sich also in einem effektiven Potential V.¢¢(r), das von der
Drehimpulsquantenzahl [ abhéngt. V. ¢ ¢(r) setzt sich aus dem attraktiven Coulomb-
potential —1/r und dem repulsiven Zentrifugalpotential 1(I + 1)/2ur? zusammen
(vergl. Abb. 7.1).

7.2 Die Loésungen der Radialgleichung

Um alle Konstanten zu eliminieren und eine dimensionslose Gleichung zu erhalten,
machen wir die Substitutionen

27

- ()
n
enln2

= 277 (7.13)

wobei n eine noch unbekannte Konstante ist. p und A sind dimensionslose Gréfen,
ganz analog wie bei der Behandlung des harmonischen Oszillators (vergl. Abschnitt
5.3). Einsetzen in Gl. (7.12) ergibt

o2 l(l+1) =n
- -—| B = AP, . 14
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7.2 Die Losungen der Radialgleichung

5
37 Zentrifugalpotential
&
CILU 1- effektives Potential
S
2
> -1
(¢D)
e
L
_37 ]
Coulomb-Potential
-5 T
0 1 2 3
r / bohr

Abbildung 7.1: Coulomb Potential, Zentrifugalpotential und effektives Potential fiir

das H-Atom

Diese Differentialgleichung 148t sich nur fiir ganzzahlige Werte n > [ l6sen. Die

Losungen haben die Form
4
2

Pnl(p) - anPGnl(P)e_

Hier sind N,,; Normierungsfaktoren

22\ | (n—1-1)
N”:_<Z> OCEDE

und G, (p) Polynome, die wie folgt definiert sind:

Gulp) = PLYT ()

aS
Li(p) = 5 ~Li(p) assoziierte Laguerre-Polynome
P
ot
Li(p) = epm (p'e™”) Laguerre-Polynome .
i

Einige Polynome G,,;(p) sind in Tabelle 7.2 angegeben.

(7.15)

(7.16)

(7.17)
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7 Das Wasserstoffatom

Tabelle 7.1: Polynome G;(p)

an Gnl(p)
—273/2 —1
—7%2/(v/32) 2(p—2)
—Z32/(12v6)  —6p
~Z52/(21V3) - =3(p* —6p+6)
(
(

—7Z32/(216v6)  24(p* — 4p)
—73/2/(10804/30) —120p?

W W W NN~ B
N = O = O Ol

Die Polynome G,;(p) verschwinden fiir n < [. Fiir die normierten Radialfunktionen
R, (r) ergibt sich mit p = p(r) = (2Zp/n) r:
P

Rnl(r) = Ny Gnl(p) e 2. (7.18)

Die Eigenwerte A sind unabhéngig von n und [
1

und wir erhalten fiir die Energieterme aus Gl. (7.13)

2Z2,u)\_ Z2u
n2 7 op2

€n

(7.20)

Setzt man in atomaren Einheiten p = 1 (also u = m,), ergibt sich fiir die Grund-
zustandsenergie des Wasserstoffatoms

4
pe 1
6§ = - <8€%h2> = —3 Hartree . (7-21)

Die Energieeigenwerte sind unabhingig von den Drehimpulsquantenzahlen ! und
m, also n?-fach entartet, da zu einer bestimmten Hauptquantenzahl n insgesamt
n verschiedene Nebenquantenzahlen [ gehoren, die ihrerseits wiederum 27 + 1-fach
entartet sind. Der Entartungsgrad ergibt sich damit zu

n—1

> @+1)=n? (7.22)

=0

Spéter werden wir zeigen, dafl es zwei entartete Spinzusténde gibt, so dafl die Ent-
artung tatsichlich 2n?-fach ist. Dieser hohe Entartungsgrad ist eine Folge des ein-
fachen Coulombpotentials. Fiir Mehrelektronenatome sind die Eigenwerte bei Ver-
nachlissigung von Feinstruktureffekten (wie z.B. Spin-Bahn und Spin-Spin Kopp-
lung) nur noch unabhéngig von m, jedoch nicht von I.
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7.2 Die Losungen der Radialgleichung

Die Eigenfunktionen des H-Atoms sind

Ynim(r,0,0) = Yim(0,¢) Ru(r) n = 12,...
[ = 0,1,2,...,n—1
mo o= Ll—1,0-2,. . . 1—1,—I.
(7.23)

n heilt Hauptquantenzahl, | Nebenquantenzahl, und m magnetische Quantenzahl.
Die radialen Funktionen fiir [ = 0 sind fiir » = 0 endlich, wihrend alle Funktionen
fiir [ > 0 am Kern verschwinden (siehe Abb. 7.2). Die Ursache hierfiir ist das Zentri-
fugalpotential, das fiir r — 0 schneller gegen 400 strebt als das Coulombpotential
gegen —oo, so dafl fiir [ > 0 das effekive Potential nahe am Kern sehr gro3 und
positiv wird (vergl. Abb. 7.1). Die Anzahl der Knoten der radialen Funktionen ist
n—1I[—1. Die Abhéngigkeit der Funktionen von den Winkeln ¢ und ¢ wird durch die
Quantenzahlen [ und m bestimmt. Da die Energien von [ und m unabhéngig sind,
kann man Linearkombinationen der komplexen Eigenfunktionen bilden, die reell
sind (vergl. Gl. 6.55). Die Form der reellen Kugelflichenfunktionen wurde bereits
in Abb. 6.4 gezeigt. Die Zahl der Knotenflichen der reellen Kugelflichenfunktionen
betragt [.

Lo 0.16 1
| A\
‘\ [ \
08 o2 || |
| 2 e
| ( \
06 | 1s f \
| | \
— || — 0.08] \
S | 3 | /'/\ \
< w < [\
— \ — | / \\ \
S s |
= o 0.04-] ‘\‘ 'l 3d
\ | \
\‘\\‘\ ‘ \ T~
\\\\ 3s — [
\ = 0.00 —
0.0 - ////
— 3p
2s —
-0.2 T T 1 -0.04
0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20
r [Bohr] r [Bohr]

Abbildung 7.2: Radialfunktionen des H-Atoms

Man bezeichnet die Einelektronenwellenfunktionen vy, (r, 0, ¢) als Atomorbitale.
Traditionsgem#fl werden Atomorbitale mit den Nebenquantenzahlen [ = 0,1, 2, 3...
als s- bzw. p,d, f...-Orbitale bezeichnet. Die zu verschiedenen Hauptquantenzah-
len gehorenden Orbitale eines Typs werden durch Vorstellen der Hautquantenzahl
unterschieden, z.B. 1s (n =1,1=10),2s (n=2,1=0),2p (n=2,1=1), 3s (n = 3,
1=0),3p(n=3,1=1),3d (n= 3,1 =2) etc. Die zu einer Hauptquantenzahl
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7 Das Wasserstoffatom

gehorenden Orbitale bilden eine Schale. Die Schalen fiir n = 1,2, 3... werden K, L,
M... Schalen genannt.

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron unabhéngig von den Winkeln 6, ¢ in einer
Kugelschale r bis r + dr zu finden, die sogenannte radiale Verteilungsfunktion, ist

27 T
Po(r)dr = / dé / 40 %, (720, 8) i, 0, @) im0 12dr
0 0
= ?[Ru(r)dr (7.24)

wegen Gl. (7.7) und da die Kugelflichenfunktionen Y}, auf eins normiert sind.
Man beachte, dafl die Wahrscheinlichkeit, das Elektron am Kern (r = 0) zu finden,
aufgrund des r? Faktors auch dann Null ist, wenn die Wellenfunktion am Kern
endlich ist.

Fiir s Funktionen ist der winkelabhingige Anteil Yoo = \/L— eine Konstante und

4
damit s = \/%R(r) oder R(r) = v/4mi),. Eingesetzt in Gl. (7.24) ergibt dies:
Prs(r)dr = 4xles|? (7.25)

Die Energiedifferenz zweier Terme mit den Hauptquantenzahlen ni und no des
Wasserstoffatoms berechnet sich zu

2
AE — Q(L_L)

2 \n? nd
1 1
ny Ny

Ry heiBt Rydberg-Konstante und hat den Wert 109.678 cm™!.

Im Absorptionsspektrum des H-Atoms beobachtet man Serien, die jeweils gegen
einen Grenzwert, der sogenannten Seriengrenze, konvergieren. Diese Serien kénnen
verschiedenen Anfangszustinden n; zugeordnet werden, wobei ny > ny. Nach ihren
Entdeckern heiflen sie

Tabelle 7.2: Serien des H-Atoms

n1 Name

Lyman (UV)

Balmer (sichtbarer Bereich)
Paschen (IR)

Bracket (IR)

Pfund (IR)

Humphreys (IR)

S Ok W N~

Die Seriengrenzen ergeben sich jeweils fiir ng — oo, d.h. Ry/n?. Die Energie-
zustdnde des H-Atoms sind in Abb. 7.3 veranschaulicht.
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7.3 Knotenflachen
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Abbildung 7.3: Energiezustinde des H-Atoms

7.3 Knotenflachen

Wir haben in diesem Kapitel gesehen, dafl angeregte Zustéinde des Wasserstoffatoms
Knotenflachen besitzen. Befindet sich das Elektron z.B. im 2p, Orbital, so dréingt
sich die Frage auf, wie es denn von dem einem Orbitallappen zum anderen gelangt,
obwohl es die Knotenflache nicht iiberqueren kann. Man kann darauf antworten,
daf} die Knotenflache nur eine unendlich diinne mathematische Flache ist, die keine
physikalische Bedeutung besitzt. Oder man zeigt mit Hilfe der Heisenberg’schen
Energie-Zeit-Unschérferelation, dafl die Frage falsch gestellt ist: Da AEAt > %
gilt und in einem stationédren Zustand die Energie genau bekannt ist, ist die Zeit
t vollkommen unbestimmt, so daf§ man nicht danach fragen kann, wie ein Elek-
tron von einem Ort zu einem anderen kommt. Eine solche Frage impliziert namlich
eine zeitliche Reihenfolge. Die Antwort, dafl bei einer relativistischen Behandlung
des Wasserstoffatoms keine Knotenflichen auftreten, ist aber sicher am zufrieden-
stellendsten. Dem interessierten Leser seien zur Einfithrung in die relativistische
Quantenchemie die folgenden, mehr qualitativ gehaltenen Artikel empfohlen:

M. S. Banna, J. Chem. Educ. 62 (1985), 197
D. R. McKelvey, J. Chem. Educ. 60 (1983), 112
L. J. Norrby, J. Chem. Educ. 68 (1991), 110
R. E. Powell, J. Chem. Educ. 45 (1968), 558
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A. Szabo, J. Chem. Educ. 46 (1969), 678
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8 Ndherungsmethoden

Die meisten Probleme der Quantenmechanik konnen nicht exakt gelost werden.
Eine der Hauptaufgaben der Quantenchemie besteht daher in der Berechnung von
Naherungslosungen. In diesem Kapitel wollen wir die Grundlagen der wichtigsten
Naherungsverfahren sowie einige einfache Anwendungen kennenlernen.

8.1 Das Variationsprinzip

Im Kapitel iiber die Eigenschaften von Operatoren wurde gezeigt, daf} jede Funkti-
on als Linearkombination eines vollstdndigen Basissatzes geschrieben werden kann.
Vollstdndige Basen sind allerdings meist unendlich grof3, und die endlichen Ba-
sissitze, die man in der Praxis verwendet, sind notwendig unvollstéindig. Es ist
daher in praktischen Anwendungen sehr wichtig, optimale Basisfunktionen zu be-
stimmen. Hier wollen wir annehmen, dafl wir eine Basis gewéhlt haben, und unter-
suchen, wie wir damit die Wellenfunktion optimal anndhern kénnen.

Wir nehmen an, dafl die Wellenfunktion ¥ eines Systems als Linearkombination
eines endlichen orthonormierten Basissatzes {®;} geschrieben werden kann

v = Z |(I)Z >¢ mit < (I)Z|‘1>] > = 6ij . (81)
7

Die Frage ist, wie wir die Koeflizienten ¢; bestimmen kénnen, ohne die Funktion ¥
schon zu kennen. Eine der wichtigsten Methoden hierfiir beruht auf dem Variati-
ONSPTINZLP.

Satz 1 Der Energieerwartungswert E einer beliebigen Naherungsfunktion W ist stets
grofler als die exakte Energie €y des Grundzustandes,

< U|H|V >
= 2P T s . 8.2
<U|¥ > =0 (8.2)

Beweis: Seien {1;} die exakten normierten Eigenfunktionen von H,
Hii > = 6l > . (8.3)

Diese bilden einen vollstindigen Satz. Also kénnen wir die Naherungsfunktion ¥
in dieser Basis ausdriicken

v = Z ‘wz > ;. (8'4)

i
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8 Néiherungsmethoden

Einsetzen in den Ausdruck fiir den Energieerwartungswert ergibt
Zi,j cic; < i|Hppy > _ > leil?e
> lal > lal?
L 2ilaiPe _ o
= 2ilal?

wobei wir €; > €y benutzt haben. Damit ist Gl. (8.2) bewiesen.

E:

(8.5)

Der Energieerwartungswert ist also stets eine obere Schranke zur exakten Grundzu-
standsenergie. Die beste Energie fiir einen gegebenen orthonormierten Basissatz
{®;} koénnen wir daher durch Minimierung des Energieerwartungswertes

B — Zi,j cicj < ‘131|H|(I)J > (86)

>ileil

beziiglich der Koeffizienten ¢; erhalten. Hier haben wir zur Vereinfachung angenom-
men, dafl die Basisfunktionen und Koeffizienten reell sind. Am Minimum ist der
Energieerwartungswert stationéir beziiglich beliebiger infinitesimaler Anderungen
der Koeffizienten, d.h. alle Ableitungen nach den ¢; miissen verschwinden. Dabei
gehen wir der Einfachheit halber von reellen Koeffizienten ¢; aus und beniitzen
Hy; = Hjj, sowie < ®;|®;, >= J;;, und erhalten schliefllich als Bedingung

9E 25 < ; [®5 > ¢ = 0 fiir alle k. (8.7)
8Ck i G

Da der Nenner positiv ist, kann Gl. (8.7) nur erfiillt sein, wenn gilt
> <@y H|®;>¢; = Ec (8.8)
J
oder in Matrixform (mit Hy; =< | H|®; >)
H-¢c = Ec. (8.9)

Dies ist die Schrodinger-Gleichung in Matrixform! Anstelle einer Differentialgleichung
zweiter Ordnung ist also eine Matrixeigenwertgleichung zu 16sen.

Fiir eine Basis der Dimension N erhalten wir allgemein N Eigenlosungen

H-c™ = E,c™. (8.10)
Betrachten wir die Eigenvektoren als Spalten einer N x N Matrix C,
C = (c(l) c@ B ... C(N)) (8.11)
und die Energieeigenwerte als Elemente einer diagonalen Matrix E
Ey 0 0
0 E» O

E=|0 0 £E3 : (8.12)

:)Djo o O O

0 0 O

110



8.1 Das Variationsprinzip

so konnen wir die N Eigenwertgleichungen zusammenfassen:

H-C = C-E. (8.13)
Durch Multiplikation von links mit C* = C~! erhilt man:

C'-H-C = E. (8.14)

Durch Diagonalisierung von H kénnen wir also alle Eigenwerte und Eigenvektoren
erhalten. Fiir eine feste Energie E stellt Gl. (8.8) ein homogenes lineares Gleichungs-
system (LGS) dar, das nur dann nichttriviale Losungen besitzt, wenn die zugehdorige
Sékulardeterminante verschwindet. Diese besitzt die Elemente Hy; — Edy;. Aus der
Forderung det(H — E-1) = 0 kénnen die moglichen Energieeigenwerte E berechnet
werden. Die zugehérigen Eigenvektoren ergeben sich, indem man die Energieei-
genwerte E sukzessive in die Eigenwertgleichung (8.8) einsetzt und das homogene
LGS 16st, wobei als weitere Bedingung gefordert wird, daf§ die Eigenvektoren auf
Eins normiert sind. In der Praxis existieren fiir direkte Matrixdiagonalisierungen
effektive Algorithmen (u.a. Jakobi-Verfahren, Householder-Reduktion + QR Algo-
rithmus, siehe z. B. W.H. Press, B.P. Flannery, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling,
numerical recipes, Cambridge University Press, 1988, Kapitel 11).

Oben haben wir gesehen, daf} die Eigenwerte der H Matrix stationdren Punkten
des Energieerwartungswertes entsprechen. Jetzt miissen wir noch zeigen, daf§ der
niedrigste Eigenwert ein Minimum darstellt. Dazu betrachten wir eine Anderung
des Koeffizientenvektors fiir den n-ten Zustand und entwickeln diese in der Basis
der normierten Eigenvektoren c(()z):

AcM = M — c(()n) = Zagn)c(oi) . (8.15)
i
Entwicklung des Energieerwartungswertes in eine Taylorreihe in Ac™ ergibt:

N
Ena) = E 0+ of” ol (B - E,). (8.16)
=0

Wir sehen, dal der Energieerwartungswert F, unabhingig vom Koeffizienten a%")

(n)

ist (weil fiir i = n E;— E,, = 0 ist). Dies liegt daran, daB von Ac(™ zu cy ~ nur einer

Anderung der Normierung entspricht. Man sagt auch, die Variationsparameter a%")

sind redundant. Fiir den Grundzustand folgt

N
Eye) = Eo(0)+ [l (B~ Eo) > Eo(0) (8.17)

Der niedrigste Erwartungswert wird mit o(®) = 0, also mit dem Eigenvektor c(©)
selbst erhalten. Angeregte Zusténde entsprechen Sattelpunkten auf der Hyperfliche
der Energie als Funktion der Koeffizienten c().

Das Variationsprinzip &8t sich fiir angeregte Zusténde verallgemeinern:
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Satz 2 (ohne Beweis): Die Eigenwerte E; der Matrix H in einer endlichen Basis
stellen obere Schranken zu den exakten Eigenwerten €; dar (McDonald-Undheim
Theorem,).

Das Variationsverfahren optimiert die Energie, macht aber keine Aussage iiber
die Qualitdt der Wellenfunktion. Es kann daher vorkommen, dafl man in einer
Variationsrechnung gute Energienéherungen erhilt, aber andere Eigenschaften (z.B.
Dipolmomente, Quadrupolmomente oder Polarisierbarkeiten) weniger genau be-
schrieben werden. Bei der Berechnung von nicht-energetischen Eigenschaften ist
daher besondere Sorgfalt bei der Wahl der Basisfunktionen geboten.

8.2 Zeitunabhingige Stérungstheorie

Variationsrechnungen erfordern zunéchst die Berechnung der gesamten Matrix H.
Anschlielend miissen die gewiinschten Eigenlosungen berechnet werden, z.B. durch
Diagonalisierung von H. Der Aufwand hierfiir steigt schnell mit zunehmender Di-
mension N der Basis an; die Anzahl der Rechenoperationen fiir eine volle Diago-
nalisierung ist proportional zu N3.

In diesem Abschnitt wollen wir eine andere Niherungsmethode betrachten, die
haufig zur einfacheren Berechnung der Koeflizienten ¢; verwendet wird. Es handelt
sich um die Rayleigh-Schridinger-Storungstheorie. Hierbei betrachten wir Taylor-
entwicklungen von H , U, und F nach einem Parameter \:

A~

N = HO4AAW 4+ 25@ 4 N¥F® 4
N = 0O A 4 \2e@ 3@
(A) = EO 4 B £ N2ED 4 BEC) 4 (8.18)

o e I

Die E*) entsprechen den partiellen Ableitungen der Energie nach dem Stérpara-
meter A am Punkt A =0, z.B.

OF
b - ([ ZZ
(@),

g _ 1(PE
2\ 0N/,

1 (OFE
B0 — _(_> (8.19)
kI \ OXk )
Entsprechend gilt fiir die Operatoren H®).
. 1 (oFH
o® = E<—8)\k> (8.20)
0

In diesen Definitionen wurde angenommen, dafl nur der Grundzustand des Sy-
stems betrachtet wird. Wir haben daher keinen Index eingefiihrt, der den Zustand
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8.2 Zeitunabhéngige Storungstheorie

bezeichnet. Allgemein miifite man ¥, (\), \II%O), \Ilg), E,(N), Eg) usw. schreiben.
Alle folgenden Gleichungen lassen sich entsprechend verallgemeinern.

Die Ableitungen H®) des Hamilton-Operators kénnen verschiedene Bedeutungen
haben. Betrachten wir z.B. als Storung ein elektrisches Feld, so ist A die Feldstérke,
H®D der Dipoloperator, E®) das Dipolmoment und 2E®? die Dipol-Polarisierbarkeit.
H® kann aber auch andere Storungen beschreiben oder einfach die Differenz eines
N&herungsoperators H© zum exakten Hamilton-Operator H darstellen. In diesem
Fall ist H® = 0, H® = 0, etc, und man setzt am Schluf der Storentwicklung
einfach \ = 1.

Die Aufgabe besteht darin, die Grofen E®) und U*) zu bestimmen. Wir schreiben
allgemein

HX) = > Aa®
k=0

T = ) Meh
k=0

E(\) = > ME® (8.21)
k=0

und setzen diese Entwicklungen in die Schrédinger-Gleichung ein:

AN — EQ]U(\) = i AR [fﬂk) —EUﬂ i ANeO = g (8.22)
k=0 =0

Mit m = k + [ folgt, wenn wir nach Potenzen in A ordnen

i Ami [ﬁ(’“—E(k)} pm=k) — g, (8.23)
m=0 k=0

Da diese Gleichung fiir beliebige A giiltig sein soll, miissen die Koeffizienten aller
A" verschwinden:

S EH® - E®wh = 0 fir alle m = 0,1,2,... . (8.24)
k=0

Ausgeschrieben erhélt man fir m =0, m =1 und m = 2:

O _ O] g — (m =0)
' ' (8.25)

[f;m) _ E<o>] oW L [FO _ O] g® = g (m=1)
' _ (8.26)

[g(m _ E<o>] @ 4 [g(n _ E(l)] o 4 [F@ - p@] g — g (m = 2)
' ' (8.27)
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Diese Gleichungen kénnen im Prinzip nacheinander gelost werden. Durch Losung
der ersten Gleichung erhélt man ¥(®). Dies kann in die zweite Gleichung eingesetzt
werden, die dann nur noch ¥() als Unbekannte enthélt. Analog ergibt sich ¥
durch Losung der dritten Gleichung nach Einsetzen von ¥(® und ™). Allerdings
sind die Losungen ohne weitere Nebenbedingungen nicht eindeutig. Erstens ist die
Normierung von ¥(©) willkiirlich. Wir normieren ¥(9) auf Eins

<000 > = 1 . (8.28)

Zweitens kénnen wir ein beliebiges Vielfaches von ¥ zu einer Losung ™) hin-
zuaddieren; die so erhaltene Funktion ist wegen Gl. (8.25) immer noch Losung der
Gleichung fiir m = 1. Diese Redundanz eliminieren wir durch die intermedidre
Normierungsbedingung

<0 > = 1. (8.29)

Damit sind dann alle *) eindeutig bestimmt.
Einsetzen der Entwicklung von ¥(\) ergibt

S A< s = 0. (8.30)
k=1

Diese Gleichung kann wieder nur dann fiir beliebige A giiltig sein, wenn alle
<00k > = 0 firk > 1. (8.31)

Alle Stérfunktionen ¥*) sind also zur ungestérten Funktion ¥(©) orthogonal. Sie
sind allerdings nicht auf 1 normiert, da ihre Norm durch das Gleichungssystem
Gl. (8.25) bis Gl. (8.27) und den Gleichungen (8.28) und (8.29) eindeutig bestimmt
ist.

Als niichstes leiten wir explizite Ausdriicke fiir die Stérenergien E*) ab. Wir mul-
tiplizieren die Gleichung fiir m = 1 von links skalar mit < ()|

< 0O O — O™ > 4 < g F® — pO1p® ~ = ¢, (8.32)

Der erste Term verschwindet wegen der Gl. (8.25) und der Hermitezitit von H
(vergl. Abschnitt 3.3), so dafl man erhélt:

ED = <9 gWg0 > (8.33)

Die Storenergie erster Ordnung ist also einfach der Erwartungswert des Operators
H® fiir die ungestorte Funktion ¥(©). Analog ergibt sich durch skalare Multipli-
kation der Gleichung fiir m = 2 mit < W]

<OOFO _EO® 5 4 < gO@F0 - pOg0 5
+ <UD _E@pO > = ¢ (8.34)
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Wieder verschwindet der erste Term, und unter Verwendung der Orthogonalitéts-
und Normierungsbedingungen ergibt sich:

E® = <90 > 4 <vO g0 > (8.35)

Dieses Ergebnis 148t sich noch auf eine symmetrischere Form bringen. Durch Mul-
tiplikation der Gleichung fiir m = 1 von links mit < \Il(l)| erhalten wir

<vWFO — pOp® > = — < gWFOPO > (8.36)
Damit folgt

E? = —<oWFO _EOg® > 4 « O 71 pO > (8.37)
Fiir die Storenergie dritter Ordnung erhélt man analog

E® = <ovWg® — gOp® > 4 <« gW AR w0 >
+ < v F@P0 > 4+ <vO @O (8.38)

Wir sehen, daB man zur Berechnung von E®) nur die Wellenfunktion erster Ord-
nung ¥ benstigt. Allgemein 18t sich zeigen, daB man mit Hilfe der Storfunktion
¥(*) die Energie E(2*t1) berechnen kann. Praktische Bedeutung hat die Stérungs-
theorie daher besonders fiir folgende Fille:

a) Zur Berechnung von Ableitungen der Energie nach einem Storparameter .
Insbesondere auch an der Stelle A = 0.

b) Zur Berechnung von kleinen Energiekorrekturen, da die Stérfunktion erster
Ordnung die Energiekorrekturen bis zur dritten Ordnung bestimmt.

Dabei ist aber zu beachten, dafl die erhaltenen Energien keine oberen Schranken
zur exakten Energie darstellen. Die Storungsrechnung ist also keine variationelle
Methode. Es ist auch keineswegs sicher, daf3 die Storentwicklung konvergiert, ob-
wohl dies haufig stillschweigend angenommen wird. Weniger gut eignet sich die
Storungstheorie zur Berechnung von Korrekturen zur Wellenfunktion selbst.

8.3 Variations-Storungsrechnung

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie wir die Stérfunktionen erster Ord-
nung ¥ und die Stérenergien erster bis dritter Ordnung EV), E®) und E®) prak-
tisch berechnen kinnen. Es sei H?) =0, so daB8 aus Cl. (8.34) folgt:

E® = <90 _ pWg® > (8.39)
Durch Multiplikation der Stérgleichung fiir m = 1 von links mit < \Il(l)| folgt

<vWHO - Oy > 4 <« gW A0 - pOgO® 5~ = ¢, (8.40)
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Addition dieses Ausdrucks zu E® ergibt

E® = <vO A - gOw® » 4+ <oWg® - pOgO >
+ <vWAEO —EOgM 5 (8.41)
Dieses ist das sogenannte Hylleraas-Funktional (Hylleraas, 1930). Wir minimieren
jetzt E@ beziiglich einer beliebigen Versuchsfunktion ¥, Die Variation von E(?)
ergibt
SE@ = <suWAM - EOwO® > 4 < s0W O — OO > 4 ce
=0 (8.42)

c.c. steht hierbei fiir conjugate complex (konjugiert komplex). Wir miissen in obiger
Gleichung also das konjugiert komplexe der beiden Integrale bilden und erhalten

ce. = <WOIED - EO5E0 5 4 < OO _ EO5EO 5

Am Minimum muf} diese Beziehung fiir beliebige infinitesimale < 6@(1)| erfiillt sein.
Folglich muf} gelten

A~

HY — ENw©® > (7O - gOyg®) » = 0. (8.43)

Dies ist genau die Stérgleichung erster Ordnung! Diejenige Funktion ¥, die das
Hylleraas-Funktional minimiert, ist also Losung der Storgleichung erster Ordnung.

Wir machen jetzt eine Basisentwicklung der Stérfunktionen

vO = N Vg

k
v = N My, (8.44)
k

und setzen in Gl. (8.41) ein. Durch Variation der Koeffizienten {c} erhalten wir
in Analogie zu Gl. (8.43) die Storgleichung erster Ordnung in Matrixform

HD — EODc® + (HO - EO1cM = 0. (8.45)
wobei I die Einheitsmatrix darstellt. Die Losung ¢(!) ergibt sich formal zu

V= —HO-EOD)-. @D - EO1D)c® (8.46)

Die Koeffizientenvektoren ¢ und ¢! der Basisfunktionen {®;} lauten, wenn
U0 = @y ist:

0) — und C(l) = C:(gl) . (847)

o o O =
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8.3 Variations-Storungsrechnung

Falls H© diagonal ist, d.h. die Basisfunktionen {®;} Eigenfunktionen von H©)
sind, erhalten wir mit ¥(®) = ®; und G1. (8.31) fiir die Koeffizienten des Storvektors
erster Ordnung

(1) Hy)

k1
EO _ g0

Fiir die Wellenfunktion erster Ordnung folgt dann:

N 0 N g
1) _ _ k1
v o= S e, = - O ® D), (8.49)
k=2 k=2 |

und fiir die Storenergien erster bis dritter Ordnung:

B = n

N ) 0
E® = -% o)1)
0 0
= B - B
N N
1 1 1 1
E® = S (VHP Y - BO Y (o
k=2 =2

i iy [H’S) - (1)5’“} Hy (8.50)
G2 (B - EOYED - B

Die Storenergien zweiter und dritter Ordnung werden dabei erhalten, indem wir
Gl (8.49) in Gl. (8.35) bzw (8.38) einsetzen (mit H®? = H®) = ()

Dieselben Ausdriicke fiir die Storenergien wiirden wir formal auch erhalten, wenn
wir in Gl (8.44) als Basissatz den wvollstindigen Eigenfunktionensatz von H(©)
withlen und diesen Ausdruck fiir ¥(1) dann in G1. (8.26) einsetzen wiirden. In der
Tat wird in vielen Biichern die Storenergie zweiter und dritter Ordnung auf diese
Weise abgeleitet. Diese Ableitung setzt aber voraus, daf alle Eigenfunktionen von
H©) bekannt sind (inklusive der Kontinuumsfunktionen), was in der Praxis eigent-
lich nie gegeben ist. Auflerdem ist der variationelle Ansatz allgemeiner, denn die
Basisfunktionen miissen keineswegs Eigenfunktionen von H©O sein, allerdings ist

~

H© in einer solchen Basis dann nicht diagonal.

Obwohl wir bei Kenntnis der Wellenfunktion erster Ordnung ¥ auch die Ener-
gie dritter Ordnung sofort berechnen kénnen, beschrinkt man sich héufig auf die
Berechnung von E®?), da man dann nur die erste Spalte bzw die erste Zeile der Ma-
trix HW benstigt, wihrend fiir die Berechnung der Storenergie dritter Ordnung
die Berechnung der gesamten H®) Matrix notwendig ist.

Der variationsméfige Ausdruck des Hylleraas-Funktionals lautet [vergl. Gl. (8.41)]:

E@ — g0 <H<o> _ E<0>1) & 1 gWTHM O 4 (OO (8.51)
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8 Néiherungsmethoden

Unter der Annahme, da H® diagonal ist, H li(l)) = 5klE,(gO), folgt

N N
E® =23V + N dV(E” - B (8.52)
k=2 k=2

Minimierung dieses Funktionals beziiglich der Koeffizienten ég) ergibt die Bedin-

gung

OE® N
i HY +(BY - EY). & =0 (8.53)
k
Daraus folgt
(1)
H
AV = T D) (8.54)

EO _ g0

Einsetzen dieser Koeffizienten in Gl. (8.52) ergibt

N @) (D)

3 H\H

E® =) ok - g (8.55)
k=2 El(c ) - E£ )

Da 8?1()2) = 2(E,(go) — Ego)) > 0, handelt es sich bei dem gefundenen Extremum
o, 2

tatséchlich um ein Minimum, d.h. fiir beliebige Koeffizienten é,(:) gilt E? > E@.

Es ist instruktiv, als Beispiel ein einfaches 2 x 2-Problem zu betrachten.
Sei

H = g9 4+ A0 (8.56)
Wir verwenden als Basis die Eigenfunktionen von HO.
HOGO = EOYO  fir m=12 und E” >E? . (8.57)

Die Energiekorrekturen 1. Ordnung BV = H,(nl)n seien Null, so daf3 gilt:

Hy 0 EQ
HO _ ( 1 > _ < I 0) (8.58)
0 Ho 0 Eé)

0 H 0 €
(1) — 12 _

Die Energiekorrekturen 2. Ordnung sind

|el®

BY = T —m
B - g

)

(8.60)
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8.4 Storungstheorie fiir entartete Zustidnde

Die Energiekorrektur des Grundzustandes E§2) ist negativ, die Korrektur E§2) fiir

den angeregten Zustandes positiv. Wir vergleichen dieses Ergebnis mit der exakten
Losung der Schrodinger-Gleichung in Matrixform

0 n n
B e ) (47 _ E. iy (8.61)
€* Eéo) c(2n) c(2n)

Die Eigenwerte sind

1] 2
Eip = 5 (E§0)+E§0)):F\/4|e|2+(E§0)—E§°)) (8.62)

1 4]e|?
- @B B0 | ] e

i <E2 - B >
Fir
4 2

P L (8.64)

(8 — By

konnen wir die Wurzel in eine MacLaurin Reihe (Taylor-Entwicklung um zg = 0)
Vi+r=1+ %:c — %:c2 + ... entwickeln und erhalten, wenn wir die Entwicklung fiir
x < 1 bereits nach dem linearen Term abbrechen
Jel?
Eip = EY) T E——
1,2 Eéo) B E£O)

(8.65)

Dies ist genau der storungstheoretische Ausdruck 2. Ordnung! Wir sehen, daf3 die
Storungungstheorie umso besser ist, je kleiner das Verhdltnis x ist. Fiir x > 1 diver-
giert die Reihenentwicklung. Insbesondere kann die einfache Stérungstheorie nicht
angewendet werden, wenn entartete Zustédnde vorliegen (Ego) = Eéo)). Diesen Fall
wollen wir im néichsten Abschnitt ndher untersuchen. Die Ausfithrungen in diesem
Abschnitt kénnen im ersten Band von Kutzelniggs Finfiihrung in die Theoretische
Chemie nachgelesen werden.

8.4 Stoérungstheorie fiir entartete Zustande

Wir betrachten jetzt den Fall, dafl der ungestérte n—te Energiezustand r—fach

entartet ist und bezeichnen die entarteten Zustiande mit einem zusétzlichen Index
l

HOWD — OO fir =12, 0. (8.66)

Die entarteten Zusténde kénnen in Gegenwart einer Stérung, wie z.B. einem elek-
trischen oder magnetischen Feld, aufspalten. Unser Ziel ist es, die Aufspaltung in
erster Ordnung zu berechnen.
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8 Néiherungsmethoden

Zunichst stellen wir fest, dafl die Eigenzustédnde \I/gol) nicht eindeutig definiert sind,

da beliebige Linearkombinationen von entarteten Zustinden wieder eine Eigenfunk-
tion zum gleichen Eigenwert darstellen. Wir suchen diejenige Linearkombinationen

Z vl (8.67)

die den gestorten Funktionen moglichst dhnlich sind, so daf

lim W,,(\) = @) (3.68)

Somit lautet unser Storansatz

H)) = HO 4 xg®

T = o) 4w +
En = EO4XEW 4. (8.69)

Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung und ordnen nach Potenzen von A ergibt
analog zu Gl. (8.25) bzw. Gl. (8.26):

OO > = B0l >

(HO = D) > + (HY — Bl > = 0. (8.70)

Durch skalare Multiplikation von links mit < \I/gok) | verschwindet der erste Term,
und wir erhalten

<v1H0 - V19 > Z < v 150 - EV19© 5 ol

liyn

—(8.71)

Unter der Annahme, daf die entarteten Funktionen orthogonal sind, die wir ohne
Einschréinkung der Allgemeinheit machen diirfen

< \Ifff;.)m/g? > = 4§, (8.72)

erhalten wir eine einfache Matrix-Eigenwertgleichung

1 0 1 0
S il = Fel

ki fiir alle k. (8.73)
=1

Wie iiblich kann man die Eigenwerte durch Losung der Gleichungen

det/  HO — EW1 = 0 (8.74)
berechnen. Fiir den nichtentarteten Fall (r = 1) reduziert sich die Losung zu

dem bereits bekannten Resultat E7(111) =< \I/;OI)]I:I (1)\\115101) >. Nach Einsetzen der

Losungen Er(LlZ) in die Eigenwertgleichung erhilt man jeweils ein homogenes lineares
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8.5 Der anharmonische Oszillator

0)

Gleichungssystem, durch dessen Losung die Koeffizienten Clil.,n bestimmt werden
konnen. Wir benttigen noch eine weitere Bestimmungsgleichung fiir die Koeffizi-

)

enten, die die Normierung der <I>( auf eins sicherstellt. Zusammen mit Gl. (8.72)

ergibt sich

Die Stérenergie zweiter Ordnung E? ist auch bei entarteter Stérungstheorie durch
Gl. (8.50) gegeben, sofern die Entartung in erster storungstheoretischer Ordnung

aufgehoben ist, d.h. sofern ESZ) =+ ES]) fiir ¢ # j gilt. Dabei ist zu beachten, dafl

o fiir die Wellenfunktionen nullter Ordnung die oben bestimmten Linearkom-

©)

verwendet werden miissen.

o fiir alle r Wellenfunktionen <1>7(u), die in nullter Ordnung zueinander entartet

sind, die Stérungstheorie getrennt durchgefiihrt werden muf.

binationen ®,,

e in Gleichung (8.50) nur iiber diejenigen Zustéinde summiert wird, die zum
betrachteten Zustand in nullter Ordnung nicht entartet sind.

Ist die Entartung in erster storungstheoretischer Ordnung nicht aufgehoben oder
betrachtet man hohere storungstheoretische Ordnungen, so unterscheiden sich die
jeweiligen Energieausdriicke von den entsprechenden Gleichungen im nichtentarte-
ten Fall. Diese Fille werden z.B. in Messiah, Quantenmechanik Band 2 diskutiert.
Die entartete Storungstheorie erster Ordnung ist fiir die Berechnung der Fein-
struktur von Atom- und Molekiilspektren von Bedeutung. So sind z.B. die in null-
ter Néherung entarteten Zustidnde eines Atoms in Gegenwart magnetischer Felder
oder bei Beriicksichtigung relativistischer Effekte wie z.B. der Spin-Orbit-Kopplung
leicht aufgespalten' Die folgenden drei Abschnitte geben einige wichtige Beispiele.

8.5 Der anharmonische Oszillator

Zur Illustration der Storungstheorie wollen wir die Energieniveaus des anharmoni-
schen Oszillators berechnen. Das Potential sei

1 1 1
V(z) = 51{:2:62 + 5]{:3:63 + Ek:4:c4 (8.76)

'Es gibt auch Fille, in denen erst die Stérungstheorie zweiter Ordnung eine nichtverschwin-
dende Storenergie liefert. Ein Beispiel ist der starre Rotator im elektrischen Feld, wo erst in
zweiter stérungstheoretischer Ordnung jedes (2J + 1) fach entartete Energieniveau ESO) =
%J(J + 1) (vgl. Abschnitt 6.6) in J 4+ 1 Energieniveaus aufgespalten wird (Stark Effekt).
Die Storenergie zweiter Ordnung lautet, wobei p das Dipolmoment des zweiatomigen Mo-
lekiils, e die Stérke des elektrischen Feldes und B = 4% die Rotationskonstante [in Hertz|
(I = pr? ist das Triagheitsmoment, p die reduzierte Masse und r der Kern-Kern Abstand)

2
ist: E(J%ef = % % Eine Ableitung dieser Gleichung findet sich in A. Messiah,

Quantenmechanik, Ban
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8 Néiherungsmethoden
mit

T = r—r,. (8.77)
Der Hamilton-Operator des Systems ist

~

o= 004 o

. R d 1
LS VR
2u dx? + 92"
- 1 1
HO — §k3x3 + Ik4x4 (8.78)

HO st der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators, dessen Eigenwerte
und Eigenfunktionen wir bereits kennengelernt haben (vergl. Abschnitt 5.3)

AOGO — OO

1 k
EO = hw(v+ 5) mit w = [ — (8.79)
W

Wir wollen jetzt die Energiekorrekturen erster Ordnung berechnen. Unter Ver-
wendung dimensionsloser Koordinaten und Konstanten (vergl. Abschnitt 5.3) y =

\/pw/h x erhalten wir

BN = <oOHVED > = ho < 00 (y)lay® + 0y 00 (y) > (8.80)

v

mit

vPO(y) = NyHu(y)e ¥/ mity:\/%’ux

1 h1/2
a = ks 132,52
1 h

Zur Berechnung der Matrixelemente verwenden wir die Rekursionsformel fiir die
Hermitpolynome Gl. (5.61)

HnJrl
2

yH, = nHp1+ (8.82)

Durch Multiplikation mit y und Anwendung der Rekursionsformel fiir H,—; und
H,, 1 ergibt sich

Hn+2

(8.83)
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8.6 Der Zeeman-Effekt

Dieser Prozess 1afit sich analog fortsetzen und man erhélt

3n’H, 3 3 H
ngn — (2n_3n2+n3) Hn—3+ n n—1 + _+_n Hn+1+ n+3
2 4 4 8
(8.84)
v H, = (—6n+11n2—6n3+n4) Hy_4y+ (n—3n2—|—2n3) H, -
3 3n  3n? 3.n Hyig
-+—+—|H S+ )H 8.85
+<4+2+2> n+<4+2> 2+ = (8.85)

Diese Formeln kénnen zur Berechnung aller Matrixelemente verwendet werden, die
man zur Berechnung der Energiekorrekturen erster und zweiter Ordnung benétigt.
Unter Ausnutzung der Orthonormalitét der Eigenfunktionen des harmonischen Os-
zillators erhélt man fiir die Erwartungswerte

< W (y) Oy 1w () > = 0 (8.86)
3
<Ny T > = T (1+20+20%) (8.87)
und fiir die Energien in erster Ordnung
_ g0 p) _ v, 3 2
E, = EY+E}) = hw (v+§)+1(1+2v+2v)b (8.88)

Die Energiekorrekturen 2. Ordnung kénnen analog ausgerechnet werden. Hierbei
tragen in der Summe nur Funktionen von ¥,,_4 bis ¥,, 4 bei und man erhélt Terme
bis maximal v®. Die Formeln sind allerdings recht unhandlich und sollen hier nicht
néher betrachtet werden. Ndheres kann z.B. in dem Buch von Pauling und Wilson
nachgelesen werden, das in der Literaturliste aufgefiihrt ist.

8.6 Der Zeeman-Effekt

Wir haben gesehen, dal das Elektron im H-Atom einen Drehimpuls 1 besitzen
kann. Ein geladenes Teilchen mit einem Drehimpuls hat ein magnetisches Moment,
und ein magnetisches Moment wechselwirkt mit einem externen magnetischen Feld.
Man kann also erwarten, dafl das Anlegen eines magnetischen Feldes das Spektrum
des H-Atoms veréndert.

Um diesen Effekt zu untersuchen, beginnen wir mit einer klassischen Betrachtung.
FEin Teilchen mit Ladung e, das sich auf einer Kreisbahn mit Radius r mit einer
Geschwindigkeit v bewegt, erzeugt an einem Punkt auf der Bahn einen Strom
I = ev/27r. Das magnetische Moment m ist dann das Produkt aus diesem Strom
und der Fléche, die die Kreisbahn einschliefit, d.h.

evr e e

m = Im? = — = Mmeur =
2 2Mme 2me

1] . (8.89)

Hier ist m, die Masse des Teilchens und |/| der Betrag seines Drehimpules. Ge-
nauer genommen ist der Drehimpuls ein Vektor 1, der senkrecht auf der Ebene der
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8 Néiherungsmethoden

Kreisbahn steht. Folglich wird auch das magnetische Moment durch einen Vek-
tor m charakterisiert. Da das Elektron negativ geladen ist, zeigt der Vektor m in
entgegengesetzte Richtung wie 1, d.h.

e
= — 1 = ~.1. 8.90
m 2me e ( )

Quantenmechanisch kann der Drehimpuls nur diskrete Werte annehmen und wird
durch die Quantenzahlen [ und m; charakterisiert (vergl. Abschnitt 6.2). Der Betrag
des Drehimpulses ist /I(l + 1)%, und die z-Komponente m;h. Folglich ist die z-
Komponente des magnetischen Moments

m, = mYeh = —myle . (8.91)

Die GréBe pe = 9.274 x 10~24JT~! wird als Bohr’sches Magneton bezeichnet und
ist die Elementareinheit des Magnetismus.

Die Energie eines magnetischen Dipols m in einem Magnetfeld B betrégt klassisch
—m - B. Der entsprechende quantenmechanische Hamilton-Operator ist

AY = —m.B. (8.92)

Wenn das Feld in z-Richtung anliegt (B = B, = |BJ), erhalten wir mit Hilfe der
Storungstheorie (vergl. Abschnitt 8.2) fiir die Energiekorrektur erster Ordnung

EM = < nlml\ﬁ(l)]nlml >= 7 < nlml]ZZ]nlml > B
= —yhmB = p.mB. (8.93)

Die Energieinderung ist also proportional zur Stérke des angelegten Magnetfeldes
und zur Quantenzahl m; (vergl. Abb. 8.1). Man beachte, daf} in der Basis |nlm; >
der Operator HO diagonal ist, so daf} keine entartete Stérungstheorie angewen-
det werden mufl. Daher wird m; als magnetische Quantenzahl bezeichnet. Wir se-
hen, daf§ die Energie eines s-Elektrons (m; = 0) vom Feld nicht beeinflu$t wird,
wéhrend die Entartung der drei p-Orbitale (m; = 0,+1) aufgehoben wird. Fiir
einen s — p Ubergang im H-Atom wiirde man also anstelle einer Linie bei Anlegen
eines Magnetfeldes drei Linien beobachten, wenn das Elektron keinen Spin hétte
(vergl. Abb. 8.1). Dies wird als normaler Zeemann-Effekt bezeichnet. Die Struktur
solcher Multiplets und die Auswahlregeln fiir erlaubte Ubergiinge werden wir spéter
allgemeiner untersuchen.

8.7 Der Elektronenspin

Eine Betrachtung des Spektrums des H-Atoms mit hoher Auflésung zeigt auch ohne
ein dufleres Magnetfeld eine geringfiigige Aufspaltung der Linien, d.h. eine Fein-
struktur. Schon 1887 fanden Michelson and Morley eine Dublettstruktur der H,
Linie, die dem niedrigsten Ubergang in der Balmer Serie entspricht. Ein anderer
Effekt wurde in einem Experiment von Stern und Gerlach beobachtet: schiefft man
einen Strahl von Silberatomen durch ein inhomogenes magnetisches Feld, so spaltet
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8.7 Der E]Rhtronenspin
L

1 2

1 1 1

B=0 B>0

Abbildung 8.1: Zeeman-Aufspaltung der p und d Zustinde des ,spinlosen*
H-Atoms

der Strahl in Richtung des Feldes in zwei Komponenten auf. Da Ag-Atome wie das
H-Atom nur ein s-Valenzelektron besitzen (der Effekt aller inneren Elektronen hebt
sich auf) wiirde man keine Wechselwirkung mit dem Magnetfeld erwarten. Zur Er-
klarung dieses Effektes schlugen Goudsmit und Uhlenbeck im Jahre 1925 vor, dem
Elektron einen zusétzlichen inneren Drehimpuls zuzuordnen. Dieser Drehimpuls
wurde als Elektronenspin bezeichnet. Tatséchlich sollte man sich aber das Elektron
nicht als ein rotierendes Teilchen vorstellen. Der Spin ist ein relativistischer Effekt
und kann nicht klassisch erkliart werden. Er verhélt sich quantenmechanisch wie
ein Teilchen mit Drehimpuls s = 1/2, d.h. der Betrag ist /s(s + 1)h = \/3/4h,
und die z-Komponente kann die Werte mgh mit mg = +1/2 annehmen. Spins mit
ms = 1/2 werden iiblicherweise als a- und die mit my = —1/2 als 3-Spins bezeich-
net. Nach unseren Uberlegungen im vorigen Abschnitt wiirden wir erwarten, dafl
das zugehorige magnetische Moment mg = ~.hs betrigt. Tatséichlich ist aber das
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Moment etwa um einen Faktor 2 grofler
Mg = §eYeS. (8.94)

Der zunéchst empirisch eingefiihrte Faktor g = 2 wird als Landé-Faktor oder
g-Faktor des FElektrons bezeichnet. Tatséchlich folgt er ebenso wie die Existenz
des Spins aus der Dirac’schen relativistischen Quantenmechanik. Eine verfeinerte
Behandlung mit Hilfe der Quantenelektrodynamik ergibt einen etwas abweichenden
Wert von 2.002319314, der exakt mit dem experimentellen Wert iibereinstimmt.

Die Wechselwirkung des magnetischen Moments mg mit dem &dufleren magneti-
schen Feld im Stern-Gerlach Experiment fiihrt zur Ablenkung des Atomstrahls.
Die Aufspaltung der Linien im H-Spektrum hat ihre Ursache in einer Wechselwir-
kung der magnetischen Momente, die durch den Orbitaldrehimpuls und den Spin-
drehimpuls erzeugt werden. Stehen die magnetischen Dipole parallel, ergibt sich
eine Enegieerhthung, stehen sie antiparallel, resultiert eine Energieerniedrigung.
Man bezeichnet diesen Effekt als Spin-Orbit-Wechselwirkung. Klassisch kommt die
Spin-Orbit-Wechselwirkung dadurch zustande, dafl das sich im Coulombpotential
bewegende Elektron ein Magnetfeld erzeugt, welches mit mg wechselwirkt. Quan-
tenmechanisch wird diese Wechselwirkung durch einen Operator der Form

Hso = ((r)s-1 (8.95)

beschrieben (siehe Kutzelnigg, Band 1, Abschnitt 11.1). Der Orbitaldrehimpuls
1 und der Spindrehimpuls s des Elektrons miissen zu einem Gesamtdrehimpuls j
gekoppelt werden. Wir kénnen die Zustéinde des H-Atoms dann durch die Quanten-
zahlen n,l, s, j, m; charakterisieren. Die Quantenzahl j kann die Werte [ +s, [+ s —
1,...,]l =s|,dh. I+ 1/2 und |l — 1/2| annehmen. Die Energiekorrekturen ergeben
sich in Storungstheorie erster Ordnung durch Berechnung der Matrixelemente

Eélo) = < nls;jmj]ﬁgo\nls;jmj > . (8.96)
Mit

i? = P+s?421-s (8.97)
folgt

1-s|nls; jm; > = % (3% — 12 = §%) nls; jm; > (8.98)
und

1
ESo = {50 +1) = U+1) = s(s + 1)} < nls; jmyl¢(r) nls: jm; (8.99)

Das radiale Matrixelement (,; = Q—i < nls; jm;|((r)|nls; jm; > wird als Spin-Orbit-
Kopplungskonstante bezeichnet und 148t sich fiir das H-Atom und Wasserstoft-dhn-
liche Ionen analytisch berechnen. In diesem Fall ist

¢(r) = L _dvin) (8.100)

© 2m2c?r dr
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8.7 Der Elektronenspin

wobei V(r) = — 4% :jr die potentielle Energie des Einelektronenatoms ist. Es ergibt
sich
o?RZ*
= [>0). 8.101

Hier ist

_ e 1 (8.102)

YT imeohe | 137.03604 ‘
die Feinstrukturkonstante und Roo = gg;;;c die Rydbergkonstante (fiir den ruhen-
0

den Atomkern). Wir kénnen drei wichtige Dinge feststellen:

e Fiir [ = 0, d.h. fiir s Zustéinde, ist die Spin-Orbit-Wechselwirkung Null.

e Die Spin-Orbit-Wechselwirkung nimmt mit der vierten Potenz der Kernla-
dung Z zu und wird somit fiir schwere Atome sehr wichtig.

o Fiir gegebene Kernladung Z nimmt die Spin-Orbit-Wechselwirkung mit der
dritten Potenz der Hauptquantenzahl n ab.
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9 Das He-Atom

9.1 Der Grundzustand

Als einfachstes Beispiel fiir ein System mit Elektronenwechselwirkung betrachten
wir die Energiezustinde des He-Atoms. Wir nehmen an, daf} sich der Atomkern
nicht bewegt und im Koordinatenursprung liegt. Der Hamilton-Operator fiir die
Elektronenbewegung im Coulombpotential des Kerns ist

2¢2 262 e2

T drelny|  dmeolra] | Ameglry — 1]

. K2
H = (Vi+V3)

B 2Mme

(9.1)

Zur Vereinfachung verwenden wir wieder atomare Einheiten und die Abkiirzungen

ri = |ml=y/ai+yi+2 (i=12)

ri2 = |r1—ro| =/(1 — 22)2 + (11 — y2)2 + (21 — 22)2 . (9.2)

Hier ist r; der Abstand des Elektrons i vom Kern und 712 der Abstand der beiden
Elektronen voneinander. Die Laplaceoperatoren V? wirken nur auf die Koordinaten
jeweils eines Elektrons %

9? 0? 9?
v2 — 9.3
! Ox? * oy? * 022 9:3)
Somit lautet der Hamilton-Operator (in a.u.)
- 1 2 2 1
H1,2) = —z(Vi+V3)————+—. 9.4
(1,2) 2( i+ V3) - r2+r12 (9.4)

Aufgrund der Coulombwechselwirkung der beiden Elektronen 1d8t sich die Schro-
dingergleichung nicht exakt 16sen. Fafit man die Teile von H, die nur auf die Koor-
dinaten eines Teilchens ¢ wirken, in Einelektronenoperatoren ﬁ(z) zusammen, kann
man schreiben

H(1,2) = h(1)+h(2)+é (9.5)
mit
hi) = —%vf—% (9.6)
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9 Das He-Atom

Die Operatoren ﬁ(z) entsprechen dem Hamilton-Operator fiir das H-Atom, au-
Ber dafl die Kernladung 2 ist. Die Eigenfunktionen der Einteilchenoperatoren in
Kugelkoordinaten sind die vom H-Atom bekannten Funktionen ¢y, (r,0,¢) =

}/lm(ev ¢)Rnl (T)

iL(Z) ¢nzl7,mz (Ti’ ‘91" ¢Z) = €n, anzlzmz (Tia 91‘, ¢z)
2
€n;, = ——5 Hartree. (9.7)

7
Zur Vereinfachung fassen wir im folgenden die Ortskoordinaten (r;,0;, ¢;) des Elek-
trons ¢ in einem Vektor r; zusammen. Um eine Naherung fiir die Energie des
Zweielektronenproblems zu erhalten, vernachlissigen wir in nullter Ordnung die
Elektronenwechselwirkung und machen den Ansatz

HO1,2) = h(1)+h(2)
A 1
AY1,2) = —. (9.8)
12
Die Eigenfunktionen von H© gind einfach Produkte der Einelektronenfunktionen
(Orbitale) ¢y, und die Eigenwerte Summen der Einteilchenenergien e,

0 (0) _ 0 (0)
H( )(1 2)\Ijn1l1ml nalama (I'l, r2) - ET(ll),TlQ\IITLﬂlml,TLQlQmQ (rl’ I'Q) (99)
mit
w© _
nilimi,nalams (1‘1, r2) ¢n111m1 (r1)¢n212m2 (rQ)
1 1
Er(g)m = €p +€ny, =—2 <F + ﬁ) Hartree . (9.10)
1 2

Die Spins der Elektronen werden wir erst in Abschnitt 9.3 berticksichtigen.

Fiir den Grundzustand des He-Atoms (n; = ng = 1) ergibt sich E( ) = —4 a.u. Die-
se Energie ist viel zu niedrig, da die repulsive Coulombwechselvvlrkung der Elektro-
nen vernachlissigt wurde. Die winkelunabhéngigen Einteilchenfunktionen ¢10o(r)
nennt man 1s-Orbitale. Um die Schreibweise zu vereinfachen, sei

1s(1) = 1s(r1) = ¢io0(r1)
1s(2) = 1s(r2) = ¢io0(r2) - (9.11)

In erster Ordnung ergibt sich fiir die Wechselwirkungsenergie:

1
/ / I'1 18 rl)—ls (rg)ls(rg)drldrg == Jlsls . (912)
R3 JR3 12

Interpretiert man 1s*(i) 1s(i)dr; als die Wahrscheinlichkeit, das Elektron ¢ in ei-
ner Kugelschale vom Radius r; bis r; + dr; zu finden, so entspricht das Integral
der klassischen Coulombwechselwirkung zweier Ladungsverteilungen, die durch die
Dichtefunktionen p(r;) = 1s*(r;)1s(r;) beschrieben werden. Das Integral wird da-
her Coulombintegral genannt und erhélt die Abkiirzung Ji415. Es kann analytisch
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9.2 Angeregte Zustinde des He-Atoms

berechnet werden und hat den Wert 5Z/8 = 5/4 Hartree. Fiir die Gesamtenergie
des Grundzustandes von He ergibt sich

By ~ EW+EY = —2.75 Hartree . (9.13)

Die exakte Energie E1; = —2.901 a.u. liegt erheblich tiefer, da die Orbitale ¢ym
unter Vernachlassigung der Elektronenwechselwirkung bestimmt wurden. Eine Ver-
besserung des Ergebnisses kann durch Berechnung der Energiekorrektur zweiter
Ordnung erhalten werden. Eine andere Moglichkeit ist die Optimierung der Ein-
teilchenfunktionen 1s(r;) nach dem Variationsprinzip. Dies kann mit Hilfe des
sog. Hartree-Fock-Verfahrens, das wir spéater besprechen werden, durchgefiihrt wer-
den. Die optimierten Orbitale sind etwas diffuser als die wasserstoffartigen Orbi-
tale, wodurch sich die Elektronenabstofung und die Gesamtenergie erniedrigt. Die
Hartree-Fock Energie ergibt sich zu Fyp = —2,86 Hartree .

9.2 Angeregte Zustande des He-Atoms

Als einfachstes Beispiel eines angeregten Zustandes des He-Atoms betrachten wir

den Fall, daf} eines der beiden Elektronen vom 1s in das 2s (n = 2, I = 0) Orbital

angeregt wird. Die Energie nullter Ordnung ist nach Gleichung (9.10) Eg) = —%

Hartree. Da entweder Elektron 1 oder Elektron 2 angeregt werden kann, ist der
Zustand zweifach entartet, und die beiden entarteten Eigenfunktionen nullter Ord-

nung sind
0 0
‘1’50)0,200(1’2) = ‘1’50)0,200(1”1’1"2) = 1s(r1)2s(r2)
Uiihaoo(1:2) = Whoo0(r1r2) = 2s(r1)Ls(ra) . (9.14)

Um die Energiekorrektur erster Ordnung zu berechnen, miissen wir die Stérungs-
theorie fiir entartete Zustdnde anwenden und die 2 x 2-Hamilton-Matrix berechnen.
Mit

h(i)|1s(i) > = eq|ls(i) >
€2s]2s(1) > (9.15)

=
—~
o~
=
[\
V2l
—~
o~
SN—
Vv
I

erhalten wir unter Beriicksichtigung der Orthonormalitéit der Orbitale

1
Hll = H22 = /18*(1'1)28*(1'2) [h(].) + h(2) + T—] 18(r1)25(r2)dr1dr2
12
= €15+ €25 + J1s2s

Hyy = Hékl = /18*(1'1)28*(1'2) [h(l) + h(2) + %] 28(T1)18(I‘2)d1‘1dr2

= (618—i—egs)/ls*(rl)Qs(rl)drl/23*(r2)13(r2)dr2+K1828
— Kiss . (9.16)
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9 Das He-Atom

Die Coulombintegrale Jys0, und Austauschintegrale K495 sind wie folgt definiert:

1
<]132s = (1818|2528) = /15*(rl)ls(rl)—25*(r2)25(r2)dr1dr2
12
1
Kiss = (1s2s]2sls) = /13*(1‘1)23(1'1)T—23*(r2)13(r2)dr1dr2. (9.17)
12

Das Coulombintegral beschreibt die klassische Coulombwechselwirkung der Elek-
tronen in den Orbitalen 1s und 2s. Das Austauschintegral hat keine klassische
Interpretation; es ist eine Folge der Ununterscheidbarkeit der Elektronen. Wir wer-
den seine Bedeutung unten noch n#her untersuchen. Allgemein bezeichnet man
Integrale der Form

(abled) = / 67 (11) 4 (r1) —— 8% (r2) ba(r2)dr1drs (9.18)

12

als Zweielektronenintegrale. Die Eigenwerte von H erhalten wir durch Losung der
folgenden Gleichung

€15 + €25 + J1s2s — F K5
= 0 9.19
Kisos €15 + €25 + J1s20s — F ( )
Die Losungen sind
E:Qts = €15+ €25 + J1s2s £ Kis2s - (920)

Einsetzen dieser Energien in die Eigenwertgleichung und Losung des resultierenden
linearen Gleichungssystems ergibt die Eigenfunktionen

T4(1,2) (1)25(2) + 2s(1)1s(2)} . (9.21)

1

7 {1s
Wir sehen, dal U symmetrisch und W_ antisymmetrisch beziiglich Vertauschung
der Elektronen ist. Die antisymmetrische Funktion verschwindet fiir vy = 79, d.h.
U_(ry,ro = r1) = 0. Die Wahrscheinlichkeit, beide Elektronen am gleichen Ort
zu finden, ist also fiir den Zustand W_ Null. Diesen Effekt bezeichnet man als
Fermi-Korrelation. Die Fermi Korrelation fiihrt zu einer Erniedrigung der Energie,
die durch das Austauschintegral beschrieben wird. Umgekehrt ist fiir die symmetri-
sche Wellenfunktion W die Wahrscheinlichkeit, beide Elektronen nahe beieinander
zu finden, vergrofert, und dies fithrt auf Grund der groBeren CoulombabstoBung
zu einer Erhohung der Energie. Die Abhéngigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte
|U(r1,72)|? vom Elektronenabstand r; — 79 ist in Abb. 9.1 schematisch darge-
stellt.

Regt man das Elektron nicht ins 2s sondern ins 2p Orbital an, erhélt man fiir die
Energien erster Ordnung analog zu Gl. (9.20)

EY = €15+ €z + Jisop £ Kigap - (9.22)

Da die Coulomb und Austauschintegrale Ji42, bzw. K2, nicht gleich den entspre-
chenden Integralen Jjs95 und K495 sind, sind die Energien der (1s2s) und (1s2p)
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410

3107 B B

2107°] | B
\ ‘;‘ \\

Wahrscheinlichkeitsdichte

1103

Abbildung 9.1: Wahrscheinlichkeitsdichte |¥.(rq,79)[?> als Funktion des Elektro-
nenabstandes 712

Zusténde nicht entartet. Die Coulombabstoflung zwischen 2 Elektronen in 1s und
2s Orbitalen ist etwas geringer als fiir zwei Elektronen in 1s und 2p Orbitalen. Aus
diesem Grunde liegen die beiden 1s2s Zusténde niedriger als die 1s2p Zustéinde.
Diese Verhéltnisse sind in Abb. 9.2 schematisch dargestellt.

9.3 Spineigenfunktionen des He-Atoms

In Abschnitt 8.7 haben wir gesehen, dafl jedem Elektron ein Spin zugeordnet werden
muf}; der sich wie ein Drehimpuls j = 1/2 verhélt. Die Einteilchenspinfunktionen
sind a(s;) und 3(s;), wobei s; eine formale Spinkoordinate des Elektrons ¢ darstellt,
auf die die Einteilchen-Spinoperatoren §(i) wirken. Die Funktionen «(s;) und j3(s;)
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9 Das He-Atom

2.0
P 1s2p 12p 3P
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Abbildung 9.2: Aufspaltung der Energieniveaus des He-Atoms

sind Eigenfunktionen der Operatoren 3, (i) und 32(7)

*(Dalsi) = gh’a(s:) $(0)B(s:) = 11B(s:)
2()a(si) = %ﬁa(si) 5.(1)B(s;) = i%ﬁﬂ(si) (9.23)

In Mehrelektronensystemen addieren sich die Spindrehimpulse s; der Elektronen
vektoriell zu einem Gesamtspin S. Entsprechend miissen wir die Einteilchen-Spinope-
ratoren §(i) vektoriell zu Gesamtspinoperatoren S addieren. Wir illustrieren dieses
Problem zunéchst fiir den Fall des He-Atoms, d.h. fiir zwei Elektronen. Im néichsten
Kapitel werden die Ergebnisse fiir N-Elektronensysteme verallgemeinert.

»> >

Die Komponenten des Gesamtspinoperators S = (Sx,gy,gz) fiir zwei Elektronen
sind

gz(172) - gw(l) +§m(2)
5Vy(1,2) = 5,(1) +3,(2)
5.(1,2) = 5,(1)+5,(2) . (9.24)

Der Betrag des Gesamtspins wird durch den Operator
S%(1,2) = S2(1,2) + S2(1,2) + S2(1,2) (9.25)
beschrieben. Einsetzen der Definitionen in Gl. (9.25) ergibt

S%(1,2) = (1) +5%2)+2501)-5(2) (9.26)
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9.3 Spineigenfunktionen des He-Atoms

mit

N

$2(i) = 5300) +55(0) + 82(0)

5(1)-5(2) = 8a(1)8:(2) +5,(1)3,(2) + 8.(1)5.(2) (0.27)

(i) und 5,(7) lassen sich durch die im Abschnitt 6.2 eingefiihrten Step-up bzw. Step-
down Operatoren ausdriicken. Aus

54(1) = 50(0) + 18, (i)

§_(i) = 82(3) — i 8, (3) (9.28)
folgt

(i) = 5 (340) +5-0))

800) = o (5: () —5-() (9.29)

Damit kann man 52(1,2) wie folgt ausdriicken:
52(1,2) = §2(1) 4 5%(2) +5_(1)8,(2) +5,.(1)5_(2) +25.(1)5.(2) . (9.30)

Die Zweielektronenspinfunktionen O gy (1, 2) miissen Eigenfunktionen der Gesamt-
spinoperatoren S, (1,2) und 52(1,2) sein. Sie kénnen aus Produkten der Einteilchen-
spinfunktionen a(s;1), B(s1) und a(sz2), B(s2) aufgebaut werden. Wir kénnen die
folgenden vier Produkte bilden

a(s1)a(s2) Mg =1
a(s1)B(s2) Mg =0
B(s1)a(s2) Mg =0
B(s1)B(s2) Mg =-1. (9.31)

Alle Produkte sind Eigenfunktionen des Operators S,(1,2) mit Eigenwerten Mg h.
Wir priifen jetzt, ob die Funktionen auch Eigenfunktionen zu S?(1,2) sind. Hierzu
verwenden wir Gleichung (9.30) und die Beziehungen

S+(Dals:) = (9.32)

0
~(ia(si) = hp
die sich aus den Gleichungen (6.23), (6.24) und (6.34) fir s =j =1/2, my =m =
+1/2 ergeben. Im folgenden schreiben wir anstelle a(s;) einfach «(i). Einsetzen
ergibt

S52(1,2)a()a(2) = 2R2a(1)a(2)

S2(1,2)a(1)8(2) = K [(1)B(2) + B(1)a(2)]

S%(1,2)B(1)a(2) = A2 [B(La(2) + o(1)3(2)]

S2(1,2)8(1)B(2) = 20*B(1)5(2) (9.33)
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9 Das He-Atom

Das erste und das letzte Produkt sind Eigenfunktionen von $2(1,2) mit Eigenwer-
ten 2h2 = S(S+1)h?; in diesen Fillen ist also die Quantenzahl S = 1. Die Produkte
a(1)5(2) und S(1)a(2) sind dagegen keine Eigenfunktionen. Man sieht aber sofort,
daB die Linearkombinationen «(1)3(2) + 5(1)a(2) Eigenfunktionen sind:

5%(1,2)[a(1)B(2) + B()a2)] = 2h°[a(1)5(2)

+
=
=
2
S

S%(1,2) [(1)B(2) = B(1)a(2)] = 0h%[a(1)B(2) — B(1)a(2)] (9-34)
Wenn wir die Funktionen noch normieren, erhalten wir

011(1,2) = a(l)a(2) S=1, Mg=1

©10(1,2) = Z5[a(1)8(2)+p(1)a(2)] S=1, Ms=0 Triplett

01-1(1,2) = B(1)B(2) S=1, Ms=—

©p(1,2) = % [@(1)B(2) = B(Da(2)] S=0, Ms=0 Singulett .

(9.35)

Die drei Spineigenfunktionen fiir S = 1 werden als Triplettfunktionen, die fiir

S = 0 als Singulettfunktion bezeichnet. Die Triplettfunktionen sind symmetrisch
beziiglich Vertauschung der Spinkoordinaten beider Elektronen, die Singulettfunk-
tion ist dagegen antisymmetrisch. Man kann diese Spineigenfunktionen auch mit
Hilfe der Clebsch-Gordan-Koeffizienten in Tabelle 6.3 fiir die Kopplung zweier
Drehimpulse 1/2 erhalten (siehe Gl. (6.77) — (6.80)). Die Spinfunktion ®14(1,2)
kann auch durch Anwendung von S_(1,2) = 4_(1) + §_(2) auf die Funktion
®11(1,2) oder durch Anwendung von Sy (1,2) = 3,(1) + 5,.(2) auf ®;_1(1,2)
ermittelt werden. ®gg(1,2) ergibt sich dann mit Hilfe von Satz 2 aus Abschnitt
3.3 aus den Forderungen < ®go|®1; >= 0 (i = 1,0,—1) wobei fiir ®yy eine Li-
nearkombination aus den vier Spinfunktionen Gl. (9.31) angesetzt wird: ®op =
cra(l)a(2) + c26(1)5(2) + c3a(1)5(2) 4+ c4B(1)a(2). Der Leser moge dies jeweils
verifizieren.

Durch Multiplikation der zwei Ortsfunktionen W, mit den vier Spinfunktionen
@S M konnen wir acht Funktionen bilden, die gleichzeitig Eigenfunktionen von H,
S, und 5?2 sind. Tatsiichlich werden im Spektrum des He-Atoms jedoch nur vier
dieser Zustéinde beobachtet, und zwar diejenigen, die antisymmetisch beziiglich
Vertauschung der (Orts und Spin) Koordinaten der beiden Elektronen sind. Diese
Tatsache gilt ganz allgemein und wird als Pauli- Prinzip bezeichnet:

Die Gesamtwellenfunktion mufl antisymmetrisch beziiglich Vertauschung von zwei
identischen Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen) und symmetrisch beziiglich
Vertauschung von zwei identischen Teilchen mit ganzzahligem Spin (Bosonen) sein.
Das Pauli-Prinzip kann als zusétzliches Postulat der Quantenmechanik betrachtet
werden. Es folgt nur aus experimentellen Beobachtungen und 148t sich nicht a priori
beweisen.

Fiir das He-Atom erhalten wir antisymmetrische Gesamtwellenfunktionen nur durch
Kopplung einer symmetrischen Ortsfunktion mit der antisymmetrischen Singulett-
Spinfunktion oder einer antisymmetrischen Ortsfunktion mit den symmetrischen
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9.3 Spineigenfunktionen des He-Atoms

Triplett-Spinfunktionen. Fiir den Grundzustand erhalten wir nur eine Singulett-
funktion

"W e (x1,%x2) = 18(1‘1)15(1"2)L [a(s1)8(s2) — B(s1)a(s2)]

S

1 — —
75 (Ls(x)15(x2) — 15(x1)1s(x2)} (9.36)

Der hochgestellte Index vor dem W bezeichnet die Spin-Multiplizitdt des Zustandes

(1 fiir Singulett, 2 fiir Dublett, 3 fiir Triplett usw.). In Gl. (9.36) haben wir Orts-
Spinkoordinaten x; = (r;, s;) eingefithrt und Spinorbitale definiert:

1s(x1) = 1s(r1)a(sy)
15(x1) = 1s(r1)B(s1) - (9.37)

bzw. allgemein

te(xi) = or(ri)a(si)
Dr(xi) = on(ri)B(si) (9.38)

Ein antisymmetrisches Produkt von Spinorbitalen kann in Form einer Slaterdeter-
minante geschrieben werden, z.B. die Funktion in Gl. (9.36)
1
1
U, 2 X1,X2 = —
1s ( ) \/5
Die Spalten einer Slaterdeterminante enthalten verschiedene Spinorbitale, die Zei-
len verschiedene Elektronen (Konvention). Die Doppelstriche bezeichnen allgemein
ein normiertes antisymmetrisiertes Produkt der zwischen ihnen stehenden Spinor-
bitale. Wir werden Slaterdeterminanten im néchsten Kapitel ausfiihrlicher disku-
tieren.

1s(xy) 15(x1)

1s(x2) 15(x2)| — [I1s(x1)15(x2)]] - (9.39)

Die Triplett-Wellenfunktionen des Grundzustandes sind auf Grund des Pauli-Prinzips
nicht zuléssig, da sowohl die Orts- als auch die Spinfunktionen symmetrisch beziiglich
Vertauschung der Elektronenkoordinaten sind. Allgemein gilt, daf§ ein Orbital nie-
mals von zwei Elektronen mit gleichem Spin besetzt werden darf. Jedes Orbital
kann somit maximal zwei Elektronen aufnehmen, und diese miissen entgegengesetz-
ten Spin besitzen. Diese Tatsache, die auch als Paulisches Ausschlieffungsprinzip
bezeichnet wird, hat extrem weitreichende Konsequenzen. Auf ihr beruht die Sy-
stematik des Periodensystems der Elemente und somit die gesamte Chemie.

Fiir die elektronisch angeregte Singulett Konfiguration 1s2s ergibt sich

1
"Wgos(x1,x2) = —= {||Ls(x1)25(x2)[| — ||15(x1)2s(x2)||}
V2
und fiir die Triplettfunktionen
BWgs (X1, X2) g1 = ||18(x1)28(x2)]]
1
S g0s(X1, X2) Mg=0 = 7 {1s(x1)25(x2) || + [|15(x1)2s(x2) ||}
SWigge(x1, %) mg=—1 = |[15(x1)25(x2)|| -
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9 Das He-Atom

Die Funktionen Wy (x1,%2) und 3Wq04(x1,X2) Mg=0 sind Linearkombinationen
von jeweils zwei Slaterdeterminanten. Durch Bildung der Erwartungswerte iiber
H erhilt man die gleichen Energieausdriicke wie ohne Beriicksichtigung des Spins
(dies gilt nur fiir diesen einfachen Zweielektronenfall !). Die drei Triplettfunktionen
sind entartet und gegeniiber der zur gleichen Orbitalkonfiguration gehérenden Sin-
gulettfunktion um 2K749s erniedrigt (vergl. die erste Hundsche Regel in Abschnitt
10.9.) Anschaulich kann man dies dadurch erkléren, dafl im Triplett zwei Elek-
tronen den gleichen Spin besitzen und sich somit nicht am gleichen Ort aufhalten
konnen. Die Bewegungen von zwei Elektronen mit gleichem Spin sind also vonein-
ander abhéngig, sie weichen sich aus. Dieser Effekt, der zur zu einer Abnahme der
Elektronenabstofung und zu einer Erniedrigung der Gesamtenergie fiithrt, wird als
Fermi-Korrelation bezeichnet (vergl. Abschnitt 9.2).
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10 Vielteilchen-Wellenfunktionen

10.1 Unabhangige Teilchen

In diesem Abschnitt wollen wir die fiir das He-Atom erhaltenen Ergebnisse fiir be-
liebige N-Elektronen-Atome verallgemeinern. Der Atomkern soll sich in Ruhe und
im Koordinatenursprung befinden, so dal der Hamilton-Operator nur von den Elek-
tronenkoordinaten abhéngt. Wir kénnen diesen elektronischen Hamilton-Operator
H,; als Summe von Einteilchen- und Zweiteilchenoperatoren schreiben:

ﬁel = Z B(Z) + Z g(iaj)
- Z h(i) + %Z/g(i,j). (10.1)

Der Strich am Summenzeichen in der zweiten Zeile von Gl. (10.1) bedeutet, dafl
der Term fiir ¢ = j in der Summe ausgelassen wird. Der Einteilchenoperator iL(’L)
beinhaltet den Operator der kinetischen Energie des Elektrons ¢ und die Coulomb-
wechselwirkung des Elektrons mit dem Kern. In atomaren Einheiten lautet iL(’L)

~ 1 K

(10.2)

Der Zweiteilchenoperator g(i,j) beschreibt die CoulombabstofSung der Elektronen
i und j

9(i,j) = — (10.3)

mit

Tij = |I'Z' — I'j| = \/(CCZ — 56]')2 + (yz — yj)2 + (Zz' — Zj)2 . (104)

Wir wollen wieder zuerst die Form der elektronischen Wellenfunktion fiir den Fall
betrachten, daff die Elektronenwechselwirkungen ¢(i, j) vernachléssigt werden kon-
nen, so dafl

N
HO = 3" hfi) . (10.5)
=1
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Die Losungen der Einteilchen-Schrédinger-Gleichung seien bekannt:

h(i) (i) = ek dr(rs) . (10.6)

Die Einteilchenfunktionen ¢ (r;) nennen wir Orbitale, die Eigenwerte € Orbital-
energien. Von den unendlich viele Eigenlésungen der Gl. (10.6) miissen wir N Or-
bitale auswéhlen, die mit Elektronen besetzt werden. Man bezeichnet diese Funk-
tionen als besetzte Orbitale, die iibrigen als unbesetzte oder virtuelle Orbitale.

Jedem Elektron mufl noch ein Spin zugeordnet werden; zu jedem Eigenwert € gibt
es daher zwei energetisch entartete Spinorbitale ¢y (x;) = ¢y (r;)a(s;) und ¢p(x;) =
or(r;)B(s;). Allgemein bezeichnen wir die Spinorbitale mit ¢y (x;). Man iiberzeugt
sich leicht, daf} die Eigenfunktionen \IJ%O) des N-Teilchenoperators H© Produkte
der besetzten Spinorbitale und die Eigenwerte E,(ZO)
Orbitalenergien sind:

Summen der entsprechenden

H(O) ( )(Xl,Xg,...,XN) = E,'(LO)\I/,ELO)(X17X27...’XN) , (107)
O (x1, %9, .., xn) = Pp(x)i(x2) .. ¥p(xn) (10.8)
EO = g4eg+...+ €p - (10.9)

Verschiedene Produkte stellen verschiedene Eigenfunktionen dar; der Index n steht
also fiir jeweils einen Satz von N besetzten Orbitalen, die durch die Indizes {k,, ..., p}
spezifiziert sind. Man nennt eine bestimmte Auswahl von besetzten Orbitalen eine
Elektronenkonfiguration.

10.2 Das Pauli-Prinzip und Slaterdeterminanten

Nach dem Pauli- Prinzip mufl die Wellenfunktion antisymmetrisch fiir Teilchen mit
halbzahligem Spin (Ferminonen) und symmetrisch fiir Teilchen mit ganzzahligem
Spin (Bosonen) sein. Da die Elektronen den Spin 1/2 besitzen, muf} also fiir eine
beliebige Permutation P; der Elektronenkoordinaten gelten

BU = (1)U, (10.10)
wobei die Paritit p; die Anzahl der vorgenommenen Vertauschungen (Transpo-
sitionen) darstellt. Um die Antisymmetrieforderung zu erfiillen, miissen wir die
Elektronen auf alle moglichen Weisen auf einen gegebenen Satz von N Spinorbita-

len {¢y, 1, ...,¢p} verteilen und eine antisymmetrische Linearkombination der N!
resultierenden Produkte bilden:

N!
B (X1, X2, oy XN) = \/L_ Z 1P By (1) du(xa) ... dy(xn) (10.11)
© =1

Man bezeichnet A = (N1)~1/2 25\21 (=1)P¢ P; als Antisymmetrisierungsoperator.
Der Faktor (N!)~'/2 normiert die Funktion. Das antisymmetrisierte Produkt kann
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10.3 Die Hartree-Fock-Nédherung

auch in Form einer Slaterdeterminante geschrieben werden

Yr(x1)  i(x)  m(xa) oo Yp(x)
Yp(x2)  Yi(x2)  Ym(x2) - Pp(x2)

1 x
o wk<z><3) wl(:?(?,) meX:s) ; wp(: 3)

%(;(N) ¢l(;CN) @Z)m('XN) e p(xN)
= |lur(xa) wi(x2) Ymlxs) o wpxn)| (10.12)

Da der Hamilton-Operator H© in gleicher Weise auf die Koordinaten aller Elek-
tronen wirkt, d.h. symmetrisch beziiglich Permutation der Elektronenkoordinaten
ist, stellt das Produkt ty(x2) ¥(x1) ... ¥p(xn) ebenso eine Eigenfunktion zu
HO wie 4y(x1) 1p(xa) ... Yp(xn) dar. Die Eigenwerte sind unabhéngig von der
Vertauschung der Elektronenkoordinaten x; und xo. Dies gilt analog fiir beliebige
andere Permutationen. Auch wenn man das Vorzeichen des Orbitalprodukts &ndert,
bleibt es eine Eigenfunktion. Folglich ist die Slaterdeterminante immer noch eine
Eigenfunktion von H(® mit gleichem Eigenwert wie ein einfaches Orbitalprodukt
(s. Gl 10.9).

Die Darstellung der Wellenfunktion als ein antisymmetrisiertes Orbitalprodukt
\II%O) = ®,, ist die einfachste Nédherung fiir eine akzeptable N —Elektronen-Wellenfunk-
tion. Diese Form der Wellenfunktion ist nur dann eine exakte Losung der Schrédinger-
Gleichung, wenn der Hamilton-Operator als Summe von unabhéngigen Einteilchen-
Operatoren geschrieben werden kann (sieche Abschnitt 10.1). Bei Beriicksichtigung
der Elektronenwechselwirkung nach Stérungstheorie erster Ordnung erhalten wir:

E, = EQ+) < ¥V ) > = <D H[w) > (10.13)
1>]
Die Energie erster Ordnung ist ein Erwartungswert und somit eine obere Schranke

zur exakten Energie. Die Wellenfunktion ist jedoch keine Eigenfunktion von H, also
keine exakte Losung.

10.3 Die Hartree-Fock-Naherung

Man kann eine erhebliche Verbesserung der Wellenfunktion erhalten, wenn man als
Orbitale nicht die Eigenfunktionen von h(i) verwendet, sondern sie durch Mini-
mierung des Energieerwartungswertes nach dem Variationsprinzip optimiert. Diese
Methode wird als Hartree-Fock-Nédherung bezeichnet. Sie bildet die Grundlage fiir
die meisten praktischen Berechnungen von elektronischen Wellenfunktionen. In Ka-
pitel 11 wird gezeigt, dafl die Variation zu einer modifizierten Eigenwertgleichung
fiir die Bestimmung der Orbitale fiihrt

~

fO@) (%) = ex Yn(xi) - (10.14)

Der Einelektronenoperator f(i) beinhaltet dabei zusitzlich zu h(i) ein mittleres
Potential (i), das die Wechselwirkung des Elektrons ¢ mit den iibrigen N — 1
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Elektronen beschreibt:

f@) = hi)+ (i)
bes

A~ ~

a) = Y [l — k()] - (10.15)

l

Hier lauft die Summe [ iiber alle in der Slaterdeterminante besetzten Spinorbitale.
Der Coulomb-Operator j;(i) beschreibt die Coulombwechselwirkung des Elektrons
1 mit einem beliebigen anderen Elektron j im Orbital 1

v’ X 1
i) =[x i) i) (10.16)
ij
Der Erwartungswert

<mwmwwwb::/m/aw%wmméwwmw>
—  (kE|ID) (10.17)

entspricht der klassischen Coulombwechselwirkung der Elektronen ¢ und j in den
Spinorbitalen 15 und ;. Der Operator k; tritt als Folge des Pauli-Prinzips auf und
hat keine direkte klassische Interpretation. Er ist ein Integraloperator und kann nur
durch seine Wirkung auf eine beliebige Einteilchenfunktion v (x;) definiert werden:

o) = [ dx; v 6) o ) (10.18)

ij

Auf der rechten Seite dieser Gleichung sind die Elektronenkoordinaten i und j
vertauscht, und k; wird daher als Austauschoperator bezeichnet. Die Erwartungs-
werte iiber diesen Operator sind Austauschintegrale, die wir bereits in Abschnitt
9.2 [vergl. Gl (9.17)] kennengelernt haben:

<mwM@mwb::/m/mﬁmmw%wwmw>
= (kl|ik) . (10.19)

Der Erwartungswert iiber den Einteilchenoperator §(7)

bes

< Ypx)|g@Dn(xi) > = D [ (kk|ll) = (kI[IK) ] (10.20)

l

beschreibt quantenmechanisch die mittlere elektrostatische Wechselwirkung des
Elektrons ¢ im Orbital ¢, mit allen iibrigen Elektronen, die sich in den besetz-
ten Orbitalen ; befinden. Man beachte, dafl der Term fiir &k = [ verschwindet; die
Wechselwirkung eines Elektrons mit sich selbst wird also automatisch ausgeschlos-
sen.
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Da der Elektronenwechselwirkungsoperator g(i) von den Losungen vy der Eigen-
wertgleichung (10.14) abhéngt, mufl man zur Optimierung der Orbitale ein ite-
ratives Verfahren anwenden. In jeder Iteration wird angenommen, daf3 der Fock-
Operator f konstant ist und mit dieser Annahme dann GI. (10.14) geldst. Mit Hilfe
der so erhaltenen Orbitale v, wird ein neuer Fock-Operator f konstruiert. Dieses
Vorgehen wird so lange wiederholt, bis sich die Orbitale (innerhalb einer vorgege-
benen Toleranz, engl. threshold) nicht mehr dndern, also Konvergenz erreicht ist.
Man sagt, die Losung ist dann selbstkonsistent, und die iterative Optimierungsme-
thode wird als Hartree-Fock-Selbstkonsistenzverfahren (SCF, engl. Self-Consistent
Field) bezeichnet. Wir werden diese Methode in Kapitel 11 ausfiihrlich besprechen.

Der Energieerwartungswert fiir die Hartree-Fock-Wellenfunktion ist

bes
1 .
EHE — Z [ei ~3 < il >| - (10.21)
7
Die Summe lduft wieder iiber alle in ®,, besetzten Orbitale. Der Erwartungs-
wert ist nicht gleich der Summe der Orbitalenergien, da in dieser Summe die
Elektronenwechselwirkungen insgesamt doppelt vorkommen. Dies wird durch den
zweiten Term in der Summe korrigiert.

Obwohl jede Slaterdeterminante, die aus HF-Orbitalen aufgebaut ist, eine Eigen-
funktion von Hyp = > f(@) ist, 18t sich mit dem Hartree-Fock Verfahren nur
der jeweils tiefste Zustand mit einer gegebenen raumlichen und Spinsymmetrie op-
timieren.

10.4 Mgller-Plesset-Storungstheorie

Die Hartree-Fock-Wellenfunktion stellt fiir die meisten Atome und Molekiile eine re-

lativ gute Naherung dar. Eine exakte Darstellung der N —Elektronen-Wellenfunktion
¥, ist allerdings mit Hilfe einer einzigen Slaterdeterminante ®,, nicht moglich, da

die Elektronenwechselwirkungen dann nur gemittelt beriicksichtigt werden kénnen.

Eine verfeinerte Beschreibung muf auch direkte (instantane) Wechselwirkungen der
Elektronen in Betracht ziehen. Diese Wechselwirkung wird als Elektronenkorrelati-

on bezeichnet. Die Elektronenkorrelation kann durch eine Linearkombination von

Slaterdeterminanten beschrieben werden.

Den Einflufl weiterer Slaterdeterminanten auf die Wellenfunktion und die Energie
kann man sich storungstheoretisch leicht klarmachen. Die beste Energie fiir eine
einzige Slaterdeterminante ist die nach dem Variationsprinzip erhaltene Hartree-
Fock-Energie. Die Hartree-Fock- N-Elektronen-Wellenfunktion ¥(©) ist Eigenfunk-
tion des Operators

N
HO = > f). (10.22)
=1

Dieser Operator ist nicht gleich dem exakten Hamilton-Operator, da bei der Sum-
mierung der in f(i) enthaltenen mittleren Potentiale die Elektronenwechselwirkung
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insgesamt doppelt gezéahlt wird. Definiert man die Differenz von H©® ynd dem ex-
akten H als Storoperator

HY = - HO (10.23)

und verwendet die Eigenfunktionen \1!%0) = ®,, von H® als Basis, so ergibt sich fiir

die Wellenfunktion in erster und die Energie in zweiter Ordnung fiir den Zustand
n analog zu den Gleichungen (8.49) und (8.50), wobei wegen < ®,,|H®|®, >=
E? Snn statt H (1) der Operator H verwendet wird:

v, = O 49l = ¢, — Z/ M

O R

O, |H|®,, > |2
(’g|) | "(LO) (40.24)
Ey) — E)

~ 1<
E, = ET(LO) +ET(Ll) +E7(L2) = < (I)n|H|(I)n > — Z |
m

Die Summen laufen iiber alle Zustdnde m # n. Die verbesserte Wellenfunktion
ist also eine Linearkombination von Slaterdeterminanten ®,,. Die Wellenfunktion
nullter Ordnung ist die Hartree-Fock-Determinante ®,,. Die Energie erster Ordnung
ist gleich der Hartree-Fock-Energie [vergl. Gl. (10.21)]

ir — pO L L — <o, |H|®, > . (10.25)

Zur Wellenfunktion tragen in erster Ordnung alle diejenigen Slaterdeterminanten
bei, die iiber den Hamilton-Operator an ®,, koppeln, d.h. fiir die die Matrixelemen-
te < @,,|H|®,, > (n # m) nicht verschwinden. Zum Beispiel tragen zur Grund-
zustandswellenfunktion des He-Atoms auch die angeregten Konfigurationen [2s?|,
|2p?| etc. bei; die Koeffizienten dieser Konfigurationen sind allerdings klein. Die

Energiedifferenzen EY _EY in Gl (10.24) sind Summen und Differenzen der Or-
bitalenergien ¢ (siehe Gl. (10.9)). Diese Methode wird als Mpller-Plesset-Storungs-
theorie zweiter Ordnung (MP2) bezeichnet und heute routineméfig zur Berechnung
von atomaren oder molekularen Energien eingesetzt.

Die Differenz zwischen der exakten Energie und der Hartree-Fock-Energie wird als
Korrelationsenergie bezeichnet. Sie betrigt ca 1% der HF-Energie. Die stérungs-
theoretisch berechnete Energiekorrektur zweiter Ordnung fiir den Grundzustand
Uy

2@

korr

- | < &1|H|D,, > |?

(10.26)
m>1 ET(IS)) - EEO)

ist immer negativ und meist eine recht gute Niherung fiir die exakte Korrelations-
energie. Allerdings stellt die MP2-Energie keine Variationslosung dar und ist somit
keine obere Schranke zur exakten Energie. Allgemein kann man erwarten, dafl die
Moller-Plesset-Storungstheorie nur dann zuverldssige Resultate liefert, wenn die
Korrekturen klein sind, d.h. die Hartree-Fock-Wellenfunktion bereits eine sehr gu-
te Naherung darstellt. Falls energetisch sehr tiefliegende Zusténde vorhanden sind,
werden die Energiedifferenzen Eﬁ?) — E§O) klein und somit die Korrekturen grof},
und die MP2-Stérungstheorie wird versagen. Dies ist z.B. in Ubergangsmetallver-

bindungen und in elektronisch angeregten Zustéinden hiufig der Fall.
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10.5 Konfigurationswechselwirkung

Wie schon erwéhnt, ist die Storungsentwicklung nicht immer konvergent, und die
storungstheoretisch berechneten Energien sind keine oberen Schranken zur exakten
Energie des Grundzustandes. Man verwendet daher haufig Variationsverfahren, um
molekulare Wellenfunktionen und Energien zu berechnen. Dabei wird die Wellen-
funktion als Linearkombination von Slaterdeterminanten ®; geschrieben

\I/n(xl,Xg,...,XN) = ZC(In)(I)](Xl,XQ,...,XN), (1027)
I

und die Koeffizienten ¢; werden nach dem Variationsprinzip optimiert. Dies erfor-
dert die Losung der Matrix-Eigenwertgleichung

S <ode, > = Bl (10.28)
J

Hierfiir benétigen wir im Gegensatz zur Storungstheorie 2. Ordnung alle Matrix-
elemente < ®;|H|®; > (in MP2 bendtigt man nur eine Spalte der H-Matrix zur
Berechnung der Energie). Diese Methode wird als Konfigurationswechselwirkung
(CI, engl. Configuration Interaction) bezeichnet. Die beste mogliche Losung wird
erhalten, wenn in der Entwicklung (10.27) alle Slaterdeterminanten beriicksichtigt
werden, die man aus einem vorgegebenen Satz von Orbitalen erzeugen kann. Ein
solches vollstindiges CI (FCI, engl. full CI) ist allerdings in der Praxis nur in Aus-
nahmefillen moglich, da die Anzahl der Slaterdeterminanten enorm schnell mit
der Zahl der Elektronen und Orbitale anwichst. Viele Ndherungen beruhen daher
auf der Selektion bestimmter Konfigurationen mittels ihrer stérungstheoretisch ab-
geschétzen Beitrdge zur Energie. Eine andere Moglichkeit besteht darin, nur alle
Konfigurationen zu beriicksichtigen, die in erster Ordnung einen Beitrag zur Wellen-
funktion geben. Wir werden in Kapitel 11.1 sehen, daf hierzu alle Konfigurationen
gehoren, die sich um ein oder zwei Spinorbitale von der Hartee-Fock-Determinante
unterscheiden. Dieser Fall wird als Single-Doubles CI (SD-CI) bezeichnet.

10.6 Das Aufbauprinzip und Periodensystem

Im Rahmen der Hartree-Fock Nédherung wird die N-Elektronen-Wellenfunktion ei-
nes Atom- oder Molekiilzustandes durch eine Slaterdeterminante beschrieben. Die
Auswahl der Orbitale, aus denen diese Slaterdeterminante konstruiert wird, bil-
det eine Elektronenkonfiguration. Dabei kann nach dem Pauli-Prinzip jedes Or-
bital mit maximal zwei Elektronen besetzt werden; z. B. haben wir fiir den ein-
fachen Fall des He-Atoms die Elektronenkonfigurationen 1s2, 1s2s und 1s2p be-
trachtet. Obwohl die Summe der Orbitalenergien nicht gleich der Gesamtener-
gie ist (siche Abschnitt 10.3), erhdlt man in den meisten Féllen den Grundzu-
stand (d.h. die niedrigste Gesamtenergie), wenn man die Orbitale mit den nied-
rigsten Orbitalenergien besetzt (Aufbauprinzip). Fiir die Atome ist die Reihenfolge
der Orbitalenergien €15 < €25 < €2, < €35 < €39 < €3p..., so daff sich fiir die
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Grundzustinde der Atome folgende Elektronenkonfigurationen ergeben: H(1s'),
He(1s?), Li(1s%2s), Be(1s?%,2s2), B(1s2,2s22p'), C(1s%,252,2p?), N(1s2,2s2,2p3),
O(1s2,25%,2p*), F(1s2,252,2p%), Ne(1s?,2s2,2p%) usw. Beim He ist die K-Schale
(Hauptquantenzahl n = 1) beim Ne auch die L-Schale (n = 2) voll besetzt. Die
Schalenstruktur des Periodensystems resultiert also aus dem Pauli-Prinzip und der
Zahl der moglichen Drehimpulseigenfunktionen fiir ein gegebenes n.

Durch Angabe der Elektronenkonfiguration ist allerdings der Zustand eines Atoms
i.A. noch nicht vollsténdig charakterisiert, denn in Féallen mit unvollstindig gefiill-
ten Schalen koénnen die Spins der Elektronen verschieden gekoppelt werden. Zum
Beispiel konnte man im Falle des C-Atoms zwei Elektronen mit entgegengesetztem
Spin in ein p-Orbital (z.B. Konfiguration pZ) oder in zwei verschiedene p-Orbitale
(z.B. Konfiguration plpl) setzen. Im letzten Fall kénnten wir einen Singulett und
einen Triplett-Zustand bilden, die sich energetisch unterscheiden. In den néchsten
Abschnitten wird gezeigt, wie wir die erlaubten Zustidnde konstruieren kénnen und
durch welche Termsymbole sie im Detail bezeichnet werden. Uber die relative ener-
getische Lage der Zusténde einer Elektronenkonfiguration geben die Hund’schen

Regeln Auskunft.

10.7 Spineigenfunktionen fiir
N-Elektronen-Wellenfunktionen

FEine akzeptable N-Elektronen-Wellenfunktionen muf nicht nur dem Pauli-Prinzip
geniigen, sondern auch eine Eigenfunktion der N-Teilchen Spinoperatoren

Uy
)
=
Y
2
Il
(=
»>

=(7)

.
I

1
(1,2,...,N)+82(1,2,...,N) + S2(1,2,...,N)
(10.29)

>
()
—~
\.D—‘
vl\D
3
I
>
8N

sein. Da sich Spins wie Drehimpulse verhalten, kénnen die N-Elektronen-Spinfunk-
tionen O(sq,s2,...,sy) mit Hilfe der Clebsch-Gordan Koeffizienten durch Kopp-
lung der Einteilchen-Spinfunktionen «(s;), 8(s;) konstruiert werden. Dabei ergeben
sich Linearkombinationen von Produkten der Einteilchen-Spinfunktionen. Wir wol-
len hier nur einige wichtige Spezialfille betrachten.

Zunéchst teilen wir unsere N Elektronen in zwei Gruppen, 1...nundn+1... N,
auf und definieren Spinoperatoren fiir die Teilsétze:

Sia = Zga(i)

S = ‘Z 8o(i)  fiir o= {z,y, 2} . (10.30)

146



10.7 Spineigenfunktionen fiir N-Elektronen- Wellenfunktionen

Dann koénnen wir die N-Teilchen Spinoperatoren wie folgt zerlegen:

~

Sa(l...

" ) = S1o + Sou fir a = {z,y, 2}
S2(1...

) = S§24524928,-S,
= ST+ 55+51 Sy + 8145 +251.5. . (10.31)

N
N

Hier haben wir analog zum Zweielektronenfall [vergl. Gl. (9.30)] das Skalarprodukt
S1 - S mit Hilfe der Aufsteige- und Absteige-Operatoren

Sie = > [8a0) + i3, (0)]
=1

Si- = [32(i) — 13, (2)]

.

28

¥

Il
M=

[82(8) + 8y (4)]
i=n+1
N

Soo = ) [8e(d) — 8y (i)] (10.32)

i=n+1

ausgedriickt. Wir nehmen jetzt an, dal wir fiir die Teilsysteme bereits die Spinei-
genfunktionen kennen. Es sei

S%(_)SMMI = SI(SI+1)h2®S1,M1
S1:0s,0n = Mih©g, (10.33)

und

S20s,01, = So(S2 + 1)h%Os, 1y
S9.0s,0, = MahOg, pp, - (10.34)

Die Spinfunktionen fiir N Elektronen kénnen durch Kopplung der Funktionen
O, M, (51 ... 5,) und Og, ar,(Sp41- .. Sn) erhalten werden. Falls M; = S; gilt fol-
gender Satz:

Satz 1:

Sei My =51 und Ms = S5. Dann ist die Spineigenfunktion fiir N Elektronen ein
einfaches Produkt

HS,M = (—)Sl,Ml : @SQ,MQ ) (1035)
und die zugehorigen Eigenwerte sind

S(S + 1) (WObei S =5+ SQ) und M = My + M . (10.36)

Beweis:
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Da S1,0g, 1, = 0 und S5 Og,1s, = 0 folgt:

SQ@S,M = [5’% + ‘5“122 +2‘§1z‘§2z Osy,0M,085,M,
= (514 S52)(S1+ 52+ 1)h29517M1 O5,, My - (10.37)

Satz 2:
Sei S1 = M; = 0. Dann ist fiir beliebige Spineigenfunktionen ©g, az, das Produkt

(_)S,M = (—)Sl,Ml : @SQ,MQ (1038)
eine Spineigenfunktion mit Eigenwerten

S=S5(5+1) (wobei S=52) und M= M,. (10.39)

Dies folgt mit S1,Og, p;, = 0 und S1_Og,1, = 0 analog zum Beweis von Satz 1.
Wir konnen diese Ergebnisse wie folgt zusammenfassen:

Das Produkt einer Singulett-Spinfunktion mit einer beliebigen anderen Spineigen-
funktion ist wieder eine Spineigenfunktion. Insbesondere ist das Produkt zweier oder
mehrerer Singulettfunktionen wieder eine Singulettfunktion.

Wenn der Hamilton-Operator keine spinabhéngigen Terme enthilt, sind alle Mg
Komponenten entartet, und es geniigt, die Wellenfunktion fiir eine beliebige Mg
Komponente zu bestimmen. Meist wiahlt man den hochsten Mg Wert, da sich
damit die einfachsten Spinfunktionen ergeben, ndmlich bei N Elektronen einfach
a(l)a(2) ... a(N). Man bezeichnet solche Funktionen als High-Spin-Wellenfunktionen.
Analog lautet fir Mg = —S die Spinfunktion 3(1)3(2)... 5(N).

Mit Hilfe dieser Regeln koénnen wir Spineigenfunktionen bilden, die sich aus Pro-
dukten der Einteilchen-Spinfunktionen «a(s;) und §(s;) zusammensetzen. Zum Bei-
spiel ist nach Satz 1 a(si)a(s2) eine Zweielektronen-Triplettfunktion (Mg = 1),
und a(s1)a(s2)a(ss) eine Dreielektronen-Quartettfunktion (Mg = 3/2). Fiir vier
Elektronen kénnen wir nach Satz 2 aus Produkten von Zweielektronen-Singulett
und Zweielektronen-Triplettfunktionen folgende Vierelektronen- Spineigenfunktio-
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nen Og s, bilden:

Singulett x Singulett:

Ouolstrsasas1) = 3 [a(DBE) - B1)a(2)] [a(3)54) - HB)a(4)
= 5 [()AR)B)M) +A1a(2)HB)0()
—a(1)B(2)AB3)a(4) — BDa2)a(B3)54)]
Singulett x Triplett:
Olilsnsnsss) = =[0I — H1a)] a)al)
1
= 5 FRE)) - Ao
Triplett x Singulett:
62 (1, 52,58, 51) = a(l)a@)wi§ [a(3)8(4) - A(B3)a(4)]
1
= 5 0(1)a(2)aB)86) - () HE0()
Triplett x Triplett:
O22(s1,52,83,81) = a(l)a(2)a(3)a(4) . (10.40)

wobei die Triplett x Triplett Spinfunktion nach Satz 1 gebildet wurde. Es ergeben
sich in diesem Fall zwei zueinander orthogonale Vierelektronen-Triplettfunktionen
mit gleichen Eigenwerten S = 1, Mg = 1. Tatséchlich existiert zu den Eigenwerten
S =1, Mg = 1 noch eine dritte Eigenfunktion, die man durch Kopplung von zwei
Zweielektronen-Tripletts mit Hilfe der Clebsch-Gordan Koeffizienten in Tabelle 6.5
konstruieren kann. Sie lautet

O (51, 52,50.51) = 3 [(a(Da(2a@)5(4) +a(Da2BB)a()

—a(1)(2)a(3)a(4) — f(1)a(2)a(3)a(4)] (10.41)
Da die Ankopplung von Singulett-Spinfunktionen an eine beliebige andere Spineigen-
funktion nach Satz 2 sehr einfach ist, gibt es dafiir natiirlich keine Wigner Tabellen.

Die so erhaltenen Spineigenfunktionen miissen wir im néchsten Schritt mit einem
Produkt von Ortsfunktionen (Orbitalen) multiplizieren, analog wie wir es schon
fiir den Zweielektronenfall gesehen haben. Zum Beispiel erhalten wir fiir die Vier-
elektronen-Singulettfunktion bei Besetzung von vier Orbitalen ¢;, ¢, ¢, ¢; mit
jeweils einem Elektron

¢i(r1)¢;j(r2)dr(r3)di(rs) Ooo(s1, 52,53, 54)
= % {di(x1)0;(x2) Pr(x3)d1(x4) + Pi(x1) s (x2) i (x3) 1 (X4)
—i(x1)bj (x2) b1 (x3) 1 (Xa) — Pi(x1) s (%) pr (x3)dr(xa)} - (10.42)
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10 Vielteilchen- Wellenfunktionen

Schliefllich miissen die so erhaltenen Produkte von Spinorbitalen noch antisym-
metrisiert werden. Dies erreicht man durch Bildung einer Slaterdeterminante aus
jedem Produkt. Da die Spinoperatoren S, und 52 symmetrisch in allen Spinkoor-
dinaten sind, bleibt die Funktion dabei eine Spineigenfunktion. Fiir unser Beispiel
erhalten wir

A{pi(r1)9;(r2)or(rs)di(rs) G©oo(s1,52,53,54)}
= % {1166 (x1) b (x2) e (x3) 1 (xa) || + ||i (x1) @ (x2) Dk (x3) 1 (x4) |
—[|¢hi (x1) b (x2) i (x3) 1 (%) || = |1pi (x1) b (x2) e (x3) 1 (%4) || } (10.43)

Wir erhalten also eine Linearkombination von vier Slaterdeterminanten.

Jede Ortsfunktion (Orbital) kann mit zwei Elektronen besetzt werden, die zu einem
Singulett gekoppelt (,gepaart®) sind (siehe Abschnitt 9.3). Daher ist eine Slater-
determinante, in der jedes Orbital doppelt besetzt ist, automatisch eine Singulett
Spineigenfunktion. Fiir unser Beispiel sehen wir dies sofort, wenn wir ¢; = ¢; und
¢r = ¢ setzen. Dann sind aufgrund der Antisymmetrie der Slaterdeterminanten
in den Orbitalindizes i,k alle vier Slaterdeterminanten (bis auf das Vorzeichen)
identisch, und die Summe reduziert sich zu einer einzigen Slaterdeterminante

A{i(r1)¢i(r2)dr(r3)Pr(ra) Oo0(s1, 52, 83,54)} = ||di(x1)Pi(x2) Pr. (x3) Pre (x4
(10.44)

Die meisten Grundzustédnde von stabilen Molekiilen entsprechen solchen Closed-
Shell-Wellenfunktionen. Beim Ubergang von Gl. (10.43) zu GI. (10.44) haben wir
beriicksichtigt, dafl Slaterdeterminanten ihr Vorzeichen #ndern, wenn zwei Spin-
funktionen vertauscht werden. Auflerdem haben wir die resultierende Slaterdetermi-
nante neu auf eins normiert.

Radikale, in denen ungepaarte Elektronen vorliegen, kénnen meistens ebenfalls in
erster Naherung durch eine einzige Slaterdeterminante beschrieben werden. Da
die gepaarten Elektronen insgesamt ein Singulett bilden, erhélt man die Multipli-
zitdt des Zustands allein aus der Kopplung der wenigen ungepaarten Elektronen.
Gewohnlich ergibt sich der energetisch niedrigste Zustand, wenn alle Spins der un-
gepaarten Elektronen parallel stehen. Aus Satz 1 folgt, daB eine Slaterdeterminante,
die eine solche High-Spin-Wellenfunktion repréisentiert, eine Spineigenfunktion ist,
z.B. fiir einen Achtelektronen-Triplettzustand:

||¢1(21) d1(x2) da(w3) Pa(x4) ¢3(w5) P3(xe) palx7) d5(ws)|| . (10.45)

Wie oben am Beispiel der Vierelektronen-Singulettfunktion gezeigt wurde, kénnen
offenschalige Wellenfunktionen, in denen die ungepaarten Elektronenspins nicht
alle parallel stehen, nur durch eine Linearkombination von mehreren Slaterdeter-
minanten dargestellt werden. Bei Kopplung von mehr als zwei Elektronen ergeben
sich im allgemeinen mehrere linear unabhéngige Spineigenfunktionen mit gleichen
Eigenwerten S, Mg. Ihre Anzahl f(N,S) 148t sich mit folgender Formel berechnen,
wobei N die Zahl der Elektronen ist:
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10.7 Spineigenfunktionen fiir N-Elektronen- Wellenfunktionen

N1(28 +1)
(AN =S (3N + S+ 1)!

F(N,S) = (10.46)

Zum Beispiel kann man drei Elektronen zu einem Quartett-Zustand und zwei
Dublett-Zusténden koppeln. Die beiden linear unabhéngigen Dublett-Zusténde erhélt
man durch Kopplung des dritten Elektrons entweder an ein Singulett oder an ein
Triplett der ersten beiden Elektronen. Fiir M = S ergeben sich mit Hilfe von Satz 2
bzw. der Clebsch-Gordan Koeffizienten in Tabelle 6.4 folgende Spineigenfunktionen

Singulett x Dublett:
®; = % {{|@1(21) P (w2)p3(23)|| — || b1 (x1)da(x2)P3(w3)||} (10.47)

Triplett x Dublett:

6 = 2o )inten)inta)|
‘\/g {[|1(@1)b2(w2)ba(ws)|| + [|Br(x0)da(a2)ds(wa)] [} (10.48)

Man nennt solche spingekoppelten Linearkombinationen von Slaterdeterminanten
Konfigurations-Zustandsfunktionen (CSFs, engl. Configuration State Functions).
Die beiden gezeigten Dublett-CSFs gehoren zur gleichen Orbitalkonfiguration, ent-
sprechen aber verschiedenen Spinkopplungen. Diese beiden CSFs sind nicht ent-
artet. Im allgemeinen mufl man die Wellenfunktion als Linearkombination beider
CSF's darstellen und die Koeffizienten nach dem Variationsprinzip optimieren. Fi-
ne Orbitalkonfiguration ist allein durch die Besetzungszahl der einzelnen Orbitale
unabhéngig von ihrem Spin festgelegt und ist so gesehen nur eine Art Hilfsgrofe.

Das beschriebene Verfahren zur Erzeugung von Spineigenfunktionen kann analog
fortgesetzt werden. Fiir vier ungepaarte Elektronen erhélt man zwei Singulett-, drei
Triplett- und eine Quintett-CSFs. Dies kann man sich an einem Verzweigungsdia-
gramm klarmachen, in dem auf der Abzisse die Zahl der Elektronen und auf der
Ordinate die Spinquantenzahl S aufgetragen ist (sieche Abb. 10.1). Fiir eine ge-
gebene Anzahl N von Elektronen liegen alle moglichen Spinzustinde auf einer
vertikalen Linie. Die Anzahl der Spinkopplungen f(N,S) (vergl. (10.46)) fiir ein
Paar (N,S) erhilt man durch Abzéhlen der moglichen Wege, auf denen der be-
treffende Zustand vom Punkt (0,0) aus erreicht werden kann. Ein Weg verlauft
immer entlang der (diagonalen) Linien, die benachbarte Zusténde verbinden, und
besteht zum Zustand (N, S) aus genau N solcher Teilschritte (Verbindungslinien).
Zum Beispiel konnen wir den Zustand mit N = 3,5 = % auf zwei verschiedenen
Wegen erreichen. Entweder wir gehen zunichst zum Zweielektronen- Triplettzu-
stand (N = 2,5 = 1) und koppeln daran ein drittes Elektron mit $-Spin, oder
wir gehen iiber den Zweielektronen-Singulettzustand (N = 2,5 = 0) und koppeln
daran ein drittes Elektron mit a-Spin. Diese beiden Wege sind in Abbildung 10.2
veranschaulicht.
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572 -

Spin S

0 2 4 6 8
Anzahl der Elektronen N

Abbildung 10.1: Verzweigungsdiagramm der Spinzustédnde von N-
Elektronensystemen. Uber jedem Knotenpunkt ist die Anzahl
der linear unabhingigen Spineigenfunktionen fiir das betreffende
(N,S) Paar angegeben.

Man kann zeigen, dafl durch sukzessive Ankopplung jeweils eines Spins ein Satz von
orthonormierten Spineigenfunktionen erhalten wird. Man nennt dies ein genealogi-
sches Spinkopplungsschema. (genealogy, engl. Stammbaum). Mit Hilfe der Clebsch-
Gordan-Koeffizienten Gl. (6.76) kann man die beiden folgenden Gleichungen ablei-
ten, die die Ankopplung eines Elektrons an eine N —1 Elektronen-Spineigenfunktion
mit Spin S +% bzw S — % zu einer neuen N Elektronen-Spineigenfunktion mit Spin
S beschreiben:

Ankopplung eines Elektrons unter Spin-Subtraktion: An eine (N —1) Spineigenfunk-
tion, die zu S + % gehort, wird ein weiteres Elektron mit §-Spin angekoppelt.

1
V2542
VS M +10y(N—1,8+L M—1) a(N)) (10.49)

O, (N, S, M) (\/S+M+1‘1>k’(N—1,S+%,M+%)5(N)

Ankopplung eines Elektrons unter Spin-Addition: An eine (N — 1) Spineigenfunk-
tion, die zu S — % gehort, wird ein weiteres Elektron mit a-Spin angekoppelt.
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10.8 Drehimpulseigenfunktionen und Termsymbole

3/2 3/2
@, (3.1/2,1/2) @, (3.1/2,1/2)
1 1
%) %)
c c
Q. Q.
0 0
1/2 1/2 /
0 0
0 1 2 3 0 1 2 3
Anzahl der Elektronen N Anzahl der Elektronen N

Abbildung 10.2: Die beiden moglichen genealogischen Spinkopplungen zu N =

3,5=1/2.
1
O, (N, S, M) = 73 (\/S “ M (N —1,5 -1 M+1)B(N)
+VSFMOp(N -1, -3 M- 1) a(N)) (10.50)

Wir haben weiter oben gesehen, dafl im allgemeinen mehrere Spinkopplungen exi-
stieren, die alle auf dasselbe (INV,S) Paar fithren. Diese verschiedenen Arten der
Spinkopplungen werden in den beiden oberen Gleichungen mit dem Index k (N
Elektronen-Spinfunktion) bzw &’ (N-1 Elektronen-Spinfunktion) gekennzeichnet.

Die Konstruktion von Spineigenfunktionen wird ausfiihrlich in dem gut verstédnd-
lichen Buch von R. Pauncz, Spin Eigenfunctions, Plenum Press, New York (1979)
behandelt.

10.8 Drehimpulseigenfunktionen und Termsymbole

Unter Vernachlidssigung der Spin-Orbit-Kopplung ist der Hamilton-Operator fiir
Atome kugelsymmetrisch und kommutiert mit den Drehimpulsoperatoren L, und
12 Folglich muf} die Gesamtwellenfunktion auch Eigenfunktion dieser Operatoren
sein. Diese Eigenfunktionen kénnen analog zu den Spin-Eigenfunktionen durch suk-
zessive Kopplung der Einteilchendrehimpulse zu einem Gesamtdrehimpuls erzeugt
werden. Wir wollen dies am Beispiel des He-Atoms fiir zwei Elektronen illustrieren.
Fiir die in Abschnitt 9.2 betrachteten 1s%- und 1s2s-Zusténde sind die Orbitaldre-
himpulse beider Elektronen Null (s-Orbitale, 1=0), und analog zu Satz 1 von Ab-
schnitt 10.7 ist das einfache Produkt der s-Orbitale eine Drehimpulseigenfunktion
mit Eigenwerten L = 0, My = 0. Analog zur Notation fiir die Einteilchenfunk-
tionen kennzeichnet man den Drehimpuls der N-Teilchen-Wellenfunktion durch
Termsymbole S (L = 0), P (L = 1), D (L = 2), F (L = 3) usw. Im Gegensatz
zu den Orbitalbezeichnungen werden hier aber grofie Buchstaben verwendet. Der
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10 Vielteilchen- Wellenfunktionen

Grundzustand des He-Atoms ist also ein Singulett S-Zustand. Ublicherweise wird
der Spinzustand durch Angabe der Multiplizitédt (25 + 1) also 1 fiir Singulett, 2
fiir Dublett, 3 fiir Triplett usw.) oben links neben dem Termsymbol spezifiziert,
d.h. der Grundzustand von He ist 'S. Fiir die angeregten Zustinde mit der Or-
bitalkonfiguration 1s2s ergeben sich die Terme 'S (Singulett) und 3S (Triplett).
Analog erhilt man fiir die Konfiguration 152p die Terme ' P und 3 P. Komplizierter
wird es, wenn man beide Elektronen in p-Orbitale anregt, z.B. 2p? oder 2p3p. In
diesem Fall haben wir fiir die einzelnen Elektronen [; = 1 und Iy = 1. Diese beiden
Drehimpulse kénnen zu Gesamtdrehimpulsen L = Iy + lo, 11 + 1o — 1,...,|l1 — l2],
d.h. L = 2 (D-Zustand), L = 1 (P-Zustand) oder L = 0 (S-Zustand) gekoppelt
werden. Mit Hilfe der Clebsch-Gordan Koeffizienten in Tabelle 6.5 erhalten wir
folgende Ortsfunktionen:

Dy(rir2) = pi(r1)pi(r2)

Di(riry) = 1/2 [p1(r1)po(r2) + po(ri)pi(r2)]

Dy(riry) = +/1/6[pi(r1)p_1(r2) + 2po(r1)po(rz) + p_1(r1)p1(ra)]
D_1(rir2) = +/1/2[p-1(r1)po(r2) + po(r1)p-1(r2)]
D_s(rir2) = p-1(r1)p-1(r2) (10.51)

Pi(rir2) = /1/2[pi(r1)po(ra) — po(r1)pi(ra)]
Po(rira) = /1/2[pi(r1)p-1(r2) — p_1(r1)
P_y(rirs) = V/1/2[po(r1)p-1(r2) — p-1(r1)po(ra)] (10.52)

=
[y
—~
=
N
~—

So(rira) = /1/3[pi(r1)p-1(r2) — po(r1)po(re) + p—1(ri)pi(ra)]
(10.53)

Fiir die Elektronenkonfiguration 2p? sind die S- und D-Zustéinde symmetrisch und
die P-Zustinde antisymmetrisch beziiglich Vertauschung der Elektronenkoordi-
naten. Folglich kénnen antisymmetrische Gesamtwellenfunktionen nur durch Kopp-
lung der S und D Ortsfunktionen mit Singulett-Spinfunktionen und der P Orts-
funktionen mit Triplett-Spinfunktionen erhalten werden. Es resultieren also 'S, ' D
und 3P Terme; die 2P, 3D und 'P Funktionen verschwinden bei einer 2p? Kon-
figuration auf Grund des Pauli-Prinzips. Als Beispiel sei die 'S-Funktion explizit
angegeben:

1S(x1x2) = /1/3{ [Ipr(x1)p-1(x2)l| = [Ip1(x1)p—1(x2)|| — ||po(x1)po(x2)]|}
(10.54)

Bei Vernachlissigung der Spin-Orbit-Kopplung sind die 5 Komponenten des 'D-
Zustandes und die 9 Komponenten des 3 P-Zustandes (drei Spinfunktionen fiir jede
der drei Ortsfunktionen) entartet; die Energien der 1S-, 1 D- und 3 P-Zusténde sind
jedoch verschieden. Es sei darauf hingewiesen, dafl fiir die Konfiguration 2p3p alle
Kombinationen, d.h. 35, 3P und 3D erlaubt sind, weil die beiden p Orbitale
zu zwei verschiedenen Hauptquantenzahlen gehoren; man sagt sie sind nicht-dqui-
valent. Zur Illustration stellen wir die Wellenfunktion von 3D1(r1r2) auf. Gemaf
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Abschnitt 10.7 multiplizieren wir dazu die Ortsfunktion
Di(rirs) = /172 [2p1(r1)3po(rs) + 2po(r1)3p1 (r)] (10.55)

mit der Spinfunktion (1) (2) und antisymmetrisieren dann. Wir erhalten:
*Dirira) = V172 l[2p1(x1)3p0 ()l + |12p0(x1)3p1 (x2) (10.56)

Dagegen verschwindet fiir die Konfiguration 2p? die analoge Wellenfunktion:
*Dirirs) = V1721291 () 2p0(xa) | + 1200 (x1)2p1 (k2] =0 (10.57)

Analog zum genealogischen Spinkopplungsschema kénnen die Orbitaldrehimpulse
weiterer Elektronen sukzessive angekoppelt werden. Wir wollen hier nur noch einige
wichtige Spezialfille betrachten. Koppelt man ein weiteres ?p Elektron unter Spin-
Addition an den Zweielektronen 3 P-Zustand [Gl. (10.52)] an, so erhiilt man einen
Quartett-S-Zustand:

1S(xixz,x3) = [[pa(x1)po(x2)p-1(x3)|| - (10.58)

Koppelt man zwei solcher *S Zustinde zu einem 6-Elektronenzustand zusammen,
so erhiilt man einen !S-Zustand, in dem jedes p-Orbital doppelt besetzt ist:

1S (x1%9, X3, X4X5,%6) = ||p1(x1)p1(X2)po(x3)Po(Xa)p—1(x5)p—1(x6)[[10.59)

Wir halten fest:

Eine voll besetzte p-Schale (p°) bildet einen 'S-Zustand. Eine mit parallelen Spins
halb besetzte p Schale (p?) bildet einen *S-Zustand.

Die Terme fiir die Konfigurationen p°® kann man erhalten, indem man aus der pS-
Konfiguration ein Elektron herausnimmt. Das dabei gebildete ,,Loch“ verhalt sich
wie ein 2p Elektron, d.h. das Termsymbol fiir p° ist 2P. Analog erhilt man durch
herausnehmen von zwei Elektronen die moglichen p* Terme. Wie fiir p? exisitieren
3P, 'D, 'S. Ganz dhnlich kann man fiir die Kopplung von d und f Elektronen
vorgehen. Als weitere Literatur zu Termsymbolen wird empfohlen:

W. Kutzelnigg, Einfithrung in die Theoretische Chemie, Band 1, Kapitel 10
I. N. Levine, Quantum Chemistry, 4th edition, Abschnitt 11.5
K. E. Hyde, J. Chem. Educ. 52 (1975), 87

Die Quantenzahlen S und L sind nur bei Vernachléssigung der Spin-Orbit-Kopplung
gute Quantenzahlen, d.h. exakt meB3bar. Bei Berticksichtigung der Spin-Orbit-Kopp-
lung ist nur der Gesamtdrehimpuls J, der sich durch Kopplung von L und S er-
gibt (LS Kopplung, Russell-Saunders-Kopplung), eine gute Quantenzahl. J kann
die Werte L+ S, L+ S — 1, ..., |L — S| annehmen (Glebsch-Gordan-Reihe) und
wird unten rechts neben das Termsymbol geschrieben. Zum Beispiel erhalten wir
1Sy, 351, 1Dy, 3P, 3P, und 3Py. Auf Grund der Spin-Orbit-Kopplung wird die
9-fache Entartung des 3 P-Zustandes aufgehoben. An deren Stelle erhalten wir fiinf
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entartete 3P, und drei entartete 3P, Funktionen sowie eine 3Py Funktion. Die Auf-
spaltungen dieser Zustdnde werden im Spektrum als Feinstruktur beobachtet. Thre
energetische Reihenfolge kann mit Hilfe der Hund’schen Regeln, die wir im néchsten
Abschnitt erlautern werden, vorhergesagt werden.

10.9 Die Hund’schen Regeln

In Abschnitt 9.2 haben wir gesehen, dafy der Zweielektronen-Triplettzustand ener-
getisch unter dem Singulettzustand liegt. Die Ursache hierfiir war die Fermi Kor-
relation der Elektronen mit parallelem Spin, die durch das Pauli-Prinzip entsteht
und quantitativ durch Austauschintegrale wie K145 oder K9, beschrieben wird.
Allgemein gilt, daf} die Energie um so niedriger ist, je mehr parallele Spins vorhan-
den sind, d.h. i.A. wird ein Quartett niedrigere Energie besitzen als ein Dublett,
und ein Quintett niedrigere Energie als ein Triplett gleicher Elektronenzahl. Dies
wird als erste Hund’sche Regel bezeichnet:

Fiir eine gegebene Elektronenkonfiguration steigt die Energie mit abnehmendem
Spindrehimpuls S.

Die zweite Hund’sche Regel macht eine Aussage dariiber, welcher Zustand bei glei-
cher Spinmultiplizitét am tiefsten liegt. Als Beispiel untersuchen wir die 'S und ' D
Terme der p? Konfiguration. Die Differenz der Energieerwartungswerte ist wieder
proportional zu einem Austauschintegral

Eig—Eip = <po(1)po(2) — ]30(1)?0(2)’%!191(1)15—1(2) —p-1(1)p1(2) >
= 2(]70]71 |p0p71) = 2(pzpz|psz) (10'60)

Das Integral (p.p.|p.p.) ist positiv und relativ klein. Somit liegt der S-Zustand
etwas oberhalb des D-Zustandes. Man kann das anschaulich dadurch erklaren, daf
im D-Zustand die Bahndrehimpulse parallel stehen, im S-Zustand dagegen an-
tiparallel. Durch die entgegengesetzte Bewegungsrichtung wird im S-Zustand die
Elektronenabstoffung erh6ht. Allgemein lautet die zweite Hund’sche Regel:

Fiir gegebene Elektronenkonfiguration und gegebene Spinmultiplizitdt steigt die Ener-
gie mit abnehmendem Orbitaldrehimpuls L an.

Die energetische Reihenfolge der Feinstrukturzustinde mit gleichem S und L aber
verschiedenem J wird durch die dritte Hund’sche Regel beschrieben:

Fiir Zustinde mit gleichem S und L liegt bei nicht mehr als halbgefiillten Schalen
der Zustand am tiefsten, der den kleinsten Gesamtdrehimpuls J besitzt. Fir mehr
als halbgefiillte Schalen gilt das umgekehrte.

Fiir die p?.-Konfiguration (z.B. C-Atom) gilt also folgende energetische Reihenfolge:
E(P) < ECP) < ECP) < E(*Dy) < E(*S) (10.61)
Fiir die p*-Konfiguration (z.B. O-Atom) ist dagegen

E(GP) < EGP) < ECPy) < E(*Dy) < E(1S) (10.62)
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10.9 Die Hund’schen Regeln

Die Hund’schen Regeln basieren auf der Annahme, dafl die Zustdnde durch eine
einzige spin- und symmetrieadaptierte Elektronenkonfiguration beschrieben werden
kann. Ausnahmen von diesen Regeln kénnen auftreten, wenn starke Konfigurations-
wechselwirkungen vorliegen. Dies ist bei elektronisch angeregten Zustdnden haufig
der Fall. Zum Beispiel liegt beim angeregten Magnesiumatom der Elektronenkon-
figuration [Ne]3s3d der ' D Term aus diesem Grund unterhalb des 3D Terms.

Fiir die Grundzustinde der Atome der ersten Langperiode ergeben sich folgende
Termsymbole: H(2S), He(*S), Li(*S), Be(*S), B(*Pi)2), C(*Ry), N(1S), O(*P,),
F(2P3/2), Ne(1S).

FEine ausfiihrlichere Diskussion der Hund’schen Regeln findet sich z.B. in F. Schwa-
bl, Quantenmechanik, Springer Verlag, Berlin (3te Auflage 1992). Aus Anlaf des
hundertsten Geburtstages von Friedrich Hund, verfaite W. Kutzelnigg einen Auf-
satz mit dem Titel ,,Friedrich Hund und die Chemie“, der in der Angew. Chem. 108
(1996), 628 erschienen ist und in welchem unter anderem auch sehr ausfiihrlich die
Hundschen Regeln diskutiert werden. Friedrich Hund starb im Mérz 1997 im Alter
von 101 Jahren.
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11 Hartree-Fock-Theorie

Ziel des Hartree-Fock-Verfahrens ist es, den Energieerwartungswert einer Eindeter-
minantenwellenfunktion beziiglich Variation der Orbitale zu minimieren. Zunéchst
miissen wir einen expliziten Ausdruck fiir die Energie als Funktion der Orbitale
herleiten. Aus der Bedingung, da der mit den optimalen Orbitalen berechnete
Energieerwartungswert beziiglich beliebiger infinitesimaler Anderungen der Orbi-
tale stationér sein muf}, werden wir dann die Hartee-Fock-Gleichungen erhalten.
Dieses Kapitel kann in den in der Literaturliste angegebenen Biichern von Szabo
und Ostlund sowie von McWeeny nachgelesen werden. Eine gute und aktuelle Dar-
stellung von Jan Almlof findet sich auch in B.O. Roos (Ed.) Lecture Notes in
Quantum Chemistry II, Springer Verlag Berlin, 1994.

11.1 Matrixelemente zwischen Slaterdeterminanten

In diesem Abschnitt wollen wir explizite Formeln fiir Matrixelemente der Form
Hp; = <(I)]|ff|‘1>J> (11.1)

herleiten, wobei die ®; antisymmetrisierte Produkte (Slaterdeterminanten) eines
Satzes von Spin-Orbitalen {v;,;,...,1,} darstellen

1 N! .
B = 7 D B (@ () (). (11.2)

Hier sind P, die N! moglichen Permutationsoperatoren, die auf die Elektronenko-
ordinaten x; wirken, und die Paritit p, ist die Anzahl der durch den Operator P,
vorgenommenen Vertauschungen (Transpositionen). Der Index I steht fiir eine be-
stimmte Elektronenkonfiguration (d.h. eine Auswahl von N Spinorbitalen), und v,
ist das Spinorbital in der i-ten Spalte der Slaterdeterminante ®;. Die Orbitale seien
in einer Standardreihenfolge 1; < 2; < ... N7 angeordnet. Der Einfachheit halber
haben wir anstelle 1;, (x;) einfach 1);, (1) geschrieben. Wir wollen voraussetzen, daf
die Spinorbitale orthonormiert sind, d.h

o0

<l > = / a1y (x1) , (x1) = (11.3)

— 00

Hier haben wir willkiirlich angenommen, daf iiber die Koordinaten des Elektrons 1
integriert wird; natiirlich gilt die gleiche Beziehung fiir beliebige andere Elektronen,
da diese ununterscheidbar sind.
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Zunichst betrachten wir ein einfaches Uberlappungsintegral:

N!

< CI)I’(I)J - = %/ <Z(_1)pnpn wl](l)*w%(z)*"'wNI(N)*> X

n=1

NI
(Z (—=1)P" P b1, ()12, (2) ... %Z)NJ(N)) dxidxs...dxy

m=1

(11.4)

Die Permutationsoperatoren wirken nur auf die in den jeweiligen Klammern stehen-
den Elektronenkoordinaten. Wegen der Orthogonalitét der Spinorbitale verschwin-
det das Integral aufler fiir ¢, = 1,12, = ¥a,,...,%;;, = ;, und Pn = P;n Wir
erhalten daher N! Summanden

1 N! .
<@y > = 7 S CNPE [ i (1), )
n=1

x / dxca iy (2)" 2, (2) ... / dx ¥, (V) 4, (N)
N %N! — 5. (11.5)

Damit haben wir gezeigt, daf§ die Slaterdeterminanten orthonormiert sind; das
Uberlappungsintegral zweier Slaterdeterminanten verschwindet, wenn sie sich um
mindestens ein Spinorbital unterscheiden.

Als nichstes betrachten wir Matrixelemente iiber die Einteilchenoperatoren in H
hiy = <®h(1)+h(2)+...+h(N)|®; > . (11.6)

Da die Elektronen ununterscheidbar sind, ergibt jeder Summand den gleichen Bei-
trag, und wir konnen schreiben

hiy = N <®|h(1)|®; > . (11.7)

Entwicklung der Slaterdeterminanten ®; und ® ;y nach jeweils der ersten Zeile ergibt

(N —-1)! al i1 (1,i)
®(1,2,...,N) = /LN (1)itly, el 2, .. N)
! N! Z; 1
(N— 1)l i1 (1,5)
®;1,2,....N) = /LS 1ty a2, N),  (11.8)

wobei f1>(11’i) eine normierte Slaterdeterminante fiir die Elektronen 2 bis IV darstellt,
die durch Streichen der ersten Zeile und i-ten Spalte in ®; erhalten wird. Einsetzen
ergibt fiir das gesuchte Matrixelement

NN =1 e, s A N
hiy = (T!)Z (=) < oy, (D[R, (1) >< P 1a0) >

7=11i=1
(11.9)
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Das Integral kann nur dann ungleich Null sein, wenn die Unterdeterminanten @gl’i)

und <I>f,1’j ) identisch sind. Folgende Moglichkeiten existieren:

a) Die Slaterdeterminanten sind identisch, ®; = ®;. Dann erhalten wir nur
Beitréage fiir ¢ = j, d.h

N
hir = Y <y (DA, (1) > (11.10)
=1

Die Summe lduft iiber alle Orbitale 1);,, die in der Slaterdeterminante ®;
vorkommen, d.h. in ®; besetzt sind.

b) Die Slaterdeterminanten ®; und ® ; unterscheiden sich genau um ein Spinor-
bital. Das entsprechende Orbital in ®; sei ¢;, und das in ®; sei v;,. Dann

sind die Unterdeterminanten @gl’i) und @Sl’j ) identisch und es bleibt nur ein
Term der Summe erhalten

hiy = (=1 <y, (DAL, (1) > (11.11)

Der Phasenfaktor (—1)“J beriicksichtigt Vorzeichenwechsel, die durch Per-
mutation der Orbitale zustande kommen, falls die Orbitale v;, und 1;, nicht
in den gleichen Spalten der Slaterdeterminanten stehen, d.h i # j.

c¢) Die Slaterdeterminanten unterscheiden sich in mehr als einem Spinorbital. In
diesem Fall verschwinden alle Matrixelemente iiber Einelektronenoperatoren.

Ganz &hnlich kann man die Matrixelemente {iber Zweiteilchenoperatoren ¢(k,!)
ableiten. Analog zu Gl. (11.7) braucht man wegen der Ununterscheidbarkeit der
Elektronen nur das Matrixelement iiber den Operator fiir die Elektronen 1 und 2
zu betrachten:

. N(N -1 .
g = Y <efaene,>= YUY 000,50 q12)
k>l

Entsprechend mufli man die Slaterdeterminanten nach den ersten beiden Zeilen
entwickeln und wieder iiberlegen, fiir welche Fille die verbleibenden Unterdetermi-
nanten identisch sind. Es ergeben sich folgende Mdoglichkeiten:

a) Kein Spinorbital Unterschied, ®; = & ;:
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bes

9 =5 Z[w” (1), (2)[{g)n.2l0i, (1), (2) >

- < wi[(l)wjl (2)’69)1,2"‘#]'1(1)1#1'1 (2) >

bes

=3 Z 7/)11 1/)“ W)JI( )¢j1 (2)) - (¢i1(1)¢j1(1)|¢j1 (2)7/)11(2))]

bes

= —Z (i, i 15 050) — (s, g, (11.13)
b) Ein Spinorbital Unterschied, v;, # v;,:

g1 = Z*JZ < i, (D, (2)19(1,2)[0h5, (1), (2) >
— <, (D, (2191, 2) [, (1), (2) >)

bes

= (=)™ (@i, 0, [, n,) — (i, [k, w5,)] - (11.14)
k

c) Zwei Spinorbitale Unterschied, v;, # v, ¥r, # ¥i,:

grs = (=D (< (D, (2)19(1,2) |5, (1), (2) >
N — < (1 (131, 2, (i, 2) >)
= (_1)Z+j+k+l [(¢i1¢jJ|¢k1¢l1) - (¢i1¢lj|¢k1¢b)] : (11'15)

d) Falls sich die Slaterdeterminanten um mehr als zwei Spinorbitale unterschei-
den, verschwindet das Matrixelement.

Die in diesem Abschnitt hergeleiteten Vorschriften zur Berechnung von Matrixele-
menten zwischen Slaterdeterminanten werden als Slater-Condon-Regeln bezeichnet.

Es soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, daf} fiir Zweielektronenintegrale
zwei verschiedene Schreibweisen existieren:

(ij|kl) = (wz‘awj’ka):/¢i(1)*¢j(1)%wk(Q)*wl(Q)dT (11.16)

. . * * 1
<idkljl > = <, gl >= /¢i(1) Ui (2) E%(l)@!);(Q)dT (11.17)
(ijlkl) = < ik|jl > (11.18)
Ferner ist noch die folgende Schreibweise geldufig:

< ij||kl >=<ij|kl > — < ij|lk > (11.19)
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11.2 Der Energieerwartungswert

Mit Hilfe der Slater-Condon-Regeln kénnen wir den Energieerwartungswert fiir eine
Slaterdeterminante ®; sofort angeben:

E = < <1>1|ff|q>1 >

= Z < ¢11|h|¢11 >+5 ZZ ¢11¢11|¢J1¢]1) (¢i1¢j1|¢j1¢i1)]

i=1 j=1
(11.20)

Man beachte, da8 hier die 1);, (z,) Spinorbitale darstellen, d.h. es muf} iiber Orts-
und Spinkoordinaten integriert werden. Wir haben keinerlei Einschrénkungen iiber
die Form der Ortsfunktionen gemacht; diese kénnen im Prinzip fiir a- und (-
Elektronen verschieden sein, allerdings ist die Wellenfunktion dann keine Eigen-
funktion von $2. Man spricht in diesem Fall von spin-unrestricted Hartree-Fock-
(UHF)-Wellenfunktionen. Im folgenden betrachten wir nur eine Slaterdeterminante
und lassen daher zur Vereinfachung der Notation den Index I weg. Wenn wir die
N besetzten Orbitale nach a- und [-Spin unterscheiden, kénnen wir die Spin-
Integration durchfiihren. Sei N, bzw. Ng die Zahl der Elektronen mit a- bzw.
(-Spin, so dafl

N = Na+Ng,
S. = (No—Ng)/2. (11.21)

Unter Berticksichtigung der Orthonormalitdt der Spinfunktionen (< «o(1)|8(1) >=
0, < a(l)|a(l) >=1, < 5(1)|6(1) >= 1) ergibt sich nach Spinintegration

() ()
Eynr = Z < ¢2|hlo¢ > +Z < ¢?|hlgf >

(a) (a)
1
DM (A AR A )
i
1 (B) ()
1520 [@lel1ef ) — (@76} 167 0]
(]

+§:Z [ (¢ 9 |¢ﬁ¢ﬁ] (11.22)

Hier sind ¢$(r1) bzw. gbjﬁ (r;) die Ortsfunktionen, die mit a- bzw. §-Elektronen
besetzt sind. Die Summen laufen jeweils iiber alle besetzten Orbitale mit dem
angegebenen Spin.

Fiir den Fall, dal N, > Ng und jedes (3 Elektronen mit einem a-Elektron im
gleichen (Orts)-Orbital gepaart ist, erhalten wir Ng abgeschlossene Schalen (closed-
shells) und N, — Np offene Schalen (open-shells), die nur mit a-Elektronen besetzt
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sind. Dabei wollen wir hier unter einer abgeschlossenen Schale ein doppelt besetztes
Orbital verstehen. Dieser Fall wird als high-spin restricted Hartree-Fock (RHF)
bezeichnet. Die RHF-Wellenfunktion ist FEigenfunktion zu den Spinoperatoren 52
und S, mit Eigenwerten S = Mg = (N, —Nj3)/2. Der Energicausdruck fiir high-spin
RHF-Wellenfunktionen lautet

closed open

Epgr = 2 Y <@ilblgi >+ Y < ¢ulhley >
i :

bes closed
+ZZ (¢10il605) = (¢isldj00)]
open
+5 Z ¢t¢t|¢u¢u> (¢t¢u|¢u¢t>] . (11.23)

Falls nur abgeschlossene Schalen vorhanden sind (closed-shell Molekiile), ergibt sich
einfach

bes bes

Epp = 2Z<¢Zlhl¢z>+z (Ditildj05) — (¢i05l0500)] - (11.24)

In den Ausdriicken fiir Eygp, Ergr und Egp werden die Ein- und Zweielek-
tronenintegrale mit bestimmten Faktoren, die von der Struktur der Wellenfunktion
abhéngen, aufsummiert. Fiir beliebige Matrixelemente < ®;|H|®; > gilt allgemein

R 1 )
<@H®; > = Y 4 hji+ 3 > T ilik) (11.25)
ij ij,kl

wobei die Kopplungskoeffizienten 'YinJ und Fz‘I]{kl von der Elektronenstruktur der
Konfigurationen (Slaterdeterminanten oder CSF’s) &, ®; abhéngen und mit Hilfe
der Slater-Condon-Regeln berechnet werden kénnen. Fiir eine Konfigurationsent-
wicklung der Form

U(x1,X2,...,Xy) = ZCI Or(x1,X2,...,XN) (11.26)

ergibt sich fiir den Energieerwartungswert (3°;c¢? = 1)

Ecr = ZC[CJ < (I)[’I:I’(I)J >

1J
= ZC[CJ Z'y{] ji + 5 ZFU w (i) | . (11.27)
1J i 2] kl
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11.3 Closed-Shell Hartree-Fock-Theorie

In diesem Abschnitt betrachten wir nur Wellenfunktionen fiir abgeschlossene Scha-
len. Die Behandlung offenschaliger System erfolgt auf &hnliche Weise, ist aber etwas
komplizierter.

Ziel ist es, den Energieerwartungswert Egpr mit den Nebenbedingungen
< (bz\gb] > = (11.28)

beziiglich Variation der Orbitale zu minimieren. Diese Nebenbedingungen fiithren
auf einfachere Ausdriicke und damit auf eine einfachere Berechnung der auftre-
tenden Terme, ohne dabei die Allgemeinheit und damit die Giite der berechneten
Wellenfunktion und Energie einzuschridnken, sofern es sich um eine closed-shell
Hartree-Fock Rechnung handelt.

Variationsprobleme mit Nebenbedingungen lassen sich mit Hilfe der Methode von
Lagrange 16sen. Anstelle des Energieausdrucks wird hierbei das (reelle) Funktional

bes
I = FEgp-— 2Z€Z‘j(< gbl\qb] > —(Sz‘j) (11.29)
ij
variiert, wobei die Summe iiber alle besetzten Orbitale lauft.
Da < ¢;|¢p; >=< ¢;|¢; >* gilt und I und Egp reell sind, sind die Nebenbedingun-
gen nicht alle unabhéngig, und es muf gelten ¢;; = e}‘l Am gesuchten Minimum
muf} dieses Funktional stationdr beziiglich beliebiger infinitesimaler Variationen der
Orbitale sein. Sei eine Orbitaldnderung beschrieben durch

¢y = di+0p;. (11.30)

FEinsetzen dieser neuen Orbitale in das Energiefunktional ergibt in erster Ordnung
0T = 23 <6¢ilhlgi > +2 (2 (5¢itild;b;) — (5¢idssld0)]
i ij

—2 ) eij < O¢ile; > + cc. (11.31)
ij
Die Summen laufen iiber alle besetzten Orbitale. Fiir die gesuchte Lésung muf fiir

beliebige Variationen aller d¢; gelten 61 = 0. Diese Bedingung kann allgemein nur
erfiillt werden, wenn jeder Term in der Summe iiber ¢ fiir sich verschwindet

0 = <Ogilhlgi >+ [2(5¢idild;05) — (5idsld00)] = D eij < dduldy > -
- .

J
(11.32)

Dieser Ausdruck 148t sich wie folgt umschreiben:

< 5¢z|f|¢z > = Zeij < 5¢z|¢] > (11.33)

J

165



11 Hartree-Fock-Theorie

mit dem Fock-Operator
fo=hey [251—1%1} . (11.34)
l

Hier sind 7; und k; die in GL (10.16) und (10.18) definierten Coulomb- und Aus-
tauschoperatoren, deren Summe ein effektives Potential beschreibt, in dem sich die
einzelnen Elektronen bewegen. Wie in Abschnitt 10.3 bereits erwihnt, wirken diese
Operatoren nur auf die Koordinaten eines Elektrons, sind also Einteilchenoperato-
ren.

Da Gl. (11.33) fiir beliebige d¢; erfiillt sein muf}, kénnen wir die Variationsbedin-
gungen auch in der Form

bes

floi> = Y eijlo; > (11.35)

J

schreiben. Dies ist die allgemeine Form der Hartree-Fock-Gleichungen. Multiplika-
tion von links mit < ¢;| ergibt

e = <oj|flei> . (11.36)

Da f ein hermitescher Operator ist, ist die Bedingung ¢;; = ej»i stets automatisch
erfiillt. Im folgenden wird gezeigt, daf3 die Wellenfunktion invariant beziiglich einer
unitéren Transformation der besetzten Orbitale ist. Diese Eigenschaft kénnen wir
ausnutzen, um einen neuen Satz von Orbitalen zu suchen, der ¢;; diagonalisiert,
ohne daf} sich der Energieerwartungswert dndert. Sei

bes bes

¢ = > Ukt mit Y Uplkj =6 . (11.37)
k k

Die Wellenfunktion dndert sich nicht,

Vo= 6161 ... ¢i6;-. dnonll = 6161 didi ... dnowl| (11.38)

da man zu jeder Spalte einer Determinante beliebige Vielfache anderer Spalten
addieren darf, ohne dafl sich der Wert der Determinante &ndert. Wir sehen also,
dal Orbitale keineswegs etwas physikalisch Eindeutiges sind, da es unendlich viele
Moglichkeiten gibt, die besetzten Orbitale untereinander zu transformieren. Wenn
die Wellenfunktion invariant beztiglich einer unitéren Transformation der besetzten
Orbitale ist, muf} dies auch fiir die Energie gelten. Der Leser moge dies explizit durch
FEinsetzen der transformierten Orbitale in den Energieausdruck verifizieren.

Da sich jede hermitesche Matrix durch eine unitédre Transformation auf Diagonal-
form bringen 14ft, kann man immer eine Matrix U finden, so dafl gilt

i = <oilfle;>= > Uk < oulflon>Uy = eidyy . (11.39)
kl
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In der Basis der besetzten Orbitale {gi);} ist der Fock-Operator diagonal; man be-
zeichnet solche Orbitale als kanonische Orbitale. Spater werden wir sehen, daf3 den
kanonischen Orbitalen eine besondere physikalische Bedeutung zukommt (Koop-
mans Theorem).

Unter der Annahme, dafl ¢;; = €;0;; reduzieren sich die Hartree-Fock-Gleichungen
zu Eigenwertgleichungen der Form

flgi> = elgi> . (11.40)

Die optimalen Orbitale miissen also Eigenfunktionen des Fock-Operators sein. Aller-
dings lassen sich die gesuchten Orbitale nicht durch einmalige Losung dieser Glei-
chungen bestimmen, da der Fock-Operator selbst von den Lésungen abhéngt. Man
geht daher iterativ vor: im ersten Schritt wird z.B. f = h gesetzt. Losung der
Eigenwertgleichung (11.40) ergibt einen ersten Satz von Orbitalen, mit denen ein
neuer Fock-Operator bestimmt werden kann. Ein verbesserter Satz von Orbitalen
ergibt sich dann durch erneute Losung der Eigenwertgleichungen. Dieses Verfahren
wird so lange wiederholt, bis sich die Orbitale und Eigenwerte nicht mehr #ndern,
also selbstkonsistent sind. Die geschilderte Methode wird daher als Hartree-Fock-
Selbstkonsistenzverfahren (SCF = self consistent field) bezeichnet. Es ist aller-
dings keineswegs selbstverstidndlich, dafl dieses Verfahren konvergiert. Haufig sind
Interpolations- bzw. Extrapolations- und Dampfungsmethoden notwendig, um die
Konvergenz zu beschleunigen oder iiberhaupt zu erreichen.

Meistens arbeitet man in einer endlichen Orbitalbasis und stellt die Operatoren
in dieser Basis als Matrizen dar. Die Orbitalbasis kann man in einen Satz von
besetzten und einen Satz von unbesetzten (virtuellen) Orbitalen aufteilen. Bisher
haben wir nur die besetzten Orbitale betrachtet, fiir die Gl. (11.40) gelten muf.
Fiir alle unbesetzten Orbitale ¢, folgt durch Multiplikation von Gl. (11.40) von
links mit < ¢

fai = < alfl¢e > = 0 fiir alle a,i . (11.41)
Tatséchlich ist die Erfiillung dieser Bedingungen (11.41) fiir die gesuchte Losung in
einer endlichen Orbitalbasis hinreichend. Die Matrixelemente < ¢,|f|¢p > zwischen
den unbesetzten Orbitalen hingen von der Wahl der Basis ab. Wiederum kann man

eine unitire Transformation innerhalb der unbesetzten Orbitale finden, die diese
Matrix diagonalisiert, so daf} gilt

< 6ol Floy >= €adap - (11.42)
Damit kénnen wir die Variationsbedingungen auch in der Form
f;s = < ¢;|f|¢; > = €0, fiiraller,s (11.43)

schreiben, wobei die Indizes r, s iiber alle besetzten und unbesetzten Orbitale laufen.
Die gesuchten Eigenfunktionen ¢; des Fock-Operators lassen sich durch Diagona-
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lisierung der Fock-Matrix finden

Jrs

Z Utr < ¢t‘f‘¢u > Uus = (UTfU)rs = 67“57"5 (11-44)

6, > = Z\¢t>Utr- (11.45)

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, wie man die bendtigte Fock-Matrix f,s in der
Praxis berechnet.

11.4 Die LCAO-Na&herung

Zur Losung der Hartree-Fock-Gleichungen in einer endlichen Orbitalbasis muf} in
jedem Iterationsschritt die Fock-Matrix f berechnet werden. Mit den Gleichungen
(11.34), (10.17) und (10.19) erhalten wir fiir die Matrixelemente des Closed-Shell
Fock-Operators

bes

<Orlflds > = < Grlhlds >+ (2 (0rds|drdr) — (Srokldrds)]  (11.46)
k

oder einfacher

bes

frs = hm+z (rs|kk) — (rk|ks)] . (11.47)

Man benétigt also die Einelektronenintegrale h,s und Zweielektronenintegrale (rs|kk),
(rk|ks) in der Orbitalbasis. Da sich die Orbitale in jeder Iteration &ndern, miifite
man bei Anwendung dieser Formeln die Integrale in jeder Iteration neu berechnen
oder in die jeweils neue Orbitalbasis transformieren. Dies ist in der Praxis nicht
praktikabel. Im folgenden wird gezeigt, dafl man die Integrale tatsédchlich nur einmal
in einer vorgegebenen Basis zu berechnen braucht.

Die Molekiilorbitale (MO’s) ¢,(r;) werden meist als Linearkombination einer Basis
von Atomfunktionen x,(r;) (AO’s) dargestellt (LCAO-Néherung):

r > = D x> Cuur - (11.48)
o
Diese Basisfunktionen yx, sind im allgemeinen nicht orthogonal

S = <Xulxye>= /XM(P1)XV(P1)dP1 . (11.49)
Damit erhélt man fiir die Orthonormalitdtsbedingung der Orbitale

<¢r|¢s > = ZC/JT‘S/JVCI/S = TSZZCTTMS“VCVS = Opg (11.50)
N uv
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oder
c'sc = 1. (11.51)

Einsetzen der Entwicklung (11.48) in Gl. (11.46) ergibt

< ¢r|f|¢s > = ZCMTFMVCI/S (11.52)

7%

oder, in Matrixschreibweise,
f = (C'FC). (11.53)

F ist die Fock-Matrix in AO-Basis:

bes

Fur =+ Y [2(urlkk) — (ukk)]
k

bes
= h/u/ + Z Z Cpk;cak; [2 (:U’V|p0-) - (,u0|py)]
k  po
= P+ G . (11.54)

hyu und (puv|po) sind die Ein- und Zweielektronenintegrale in der AO-Basis. Mit
der Definition

(bes)
Dy = 2> CuCu (11.55)
k

erhalten wir aus Gleichung (11.54)

Lol | (11.56)

Fo = h/ﬂ/"’ZDPU [(NV|PU)—§

po

Die Fock-Matrix in AO-Basis kann also direkt aus den Ein- und Zweielektronenin-
tegralen in AO-Basis aufgebaut und anschliefiend gem#f Gleichung (11.53) in die
MO-Basis transformiert werden. Da die Integrale h,, und (uv|po) von den MO
Koeffizienten C), unabhéngig sind, brauchen sie nur einmal berechnet zu werden.
Die Matrix D mit den Matrixelementen D,,,, wird als Dichtematriz erster Ordnung
bezeichnet. Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, wie mit Hilfe dieser Matrix
die Elektronendichte berechnet werden kann.

Aus den Gleichungen (11.44) und (11.53) folgt, dafi die Losung der Hartree-Fock-
Gleichungen dquivalent ist zu der Bedingung

frs = (CTFC)TS = €0ps - (11.57)

Sei A eine Diagonalmatrix, die auf der Hauptdiagonalen die Eigenwerte €, enthélt
und sonst Null ist. Dann kénnen wir die Variationsbedingungen auch in der Form

C'FC = A (11.58)
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schreiben. Durch Multiplikation von links mit ct™' =sc [vergl. Gl. (11.51)] er-
halten wir die Hartree-Fock-Roothaan-Gleichungen

FC = SCA. (11.59)

Losung dieses verallgemeinerten Eigenwertproblems ergibt fiir eine konstante Fock-
matrix F eine Koeffizientenmatrix, die die Variationsbedingungen in Gl. (11.58)
erfiillt.

Eine Transformation der Orbitale entsprechend Gl. (11.45) wird in der AO-Basis
durch eine Transformation der MO-Koeffizienten C), repésentiert

br> = S 0> U = 3 Ixu>CulUr = 3 Ixu>Cly  (11.60)
t top e
mit
C = CU. (11.61)

Die Matrix U wird durch Diagonalisierung der Fock-Matrix in MO-Basis erhalten
(vergl. Gl. 11.44)

_ — _ 11.62
U'fu U'C'FCU = C'FC’ = A

Hieraus ist direkt ersichtlich, dafi die neuen Koeffizientenmatrizen C’ die Roothaan-
Gleichungen erfiillen, wenn F konstant gehalten wird. Da F jedoch selbst von den
Koeffizienten C abhéngt [vergl. Gl. (11.54)], mufl das Verfahren iteriert werden.

Wir fassen noch einmal die notwendigen Schritte einer Hartree-Fock-Rechnung zu-
sammen:

1.) Wahl der Basisfunktionen {x,} und Berechnung der Integrale h,,, und (uv|po).

\V)

Wahl einer Startniherung C fiir die MO-Koeffizienten.

Berechnung einer neuen Dichtematrix gemafl Gl. (11.55).

[ B N V]

Transformation der Matrix F in die MO-Basis: f = CTFC (GI. (11.53)).

y

)

y

.) Berechnung einer neuen Fock-Matrix gemifl Gl. (11.56).

y

.) Diagonalisierung der Fock-Matrix f: UfU = A (Gl (11.62)).
y

~N o

Transformation der MO-Koeffizienten: C' = CU (Gl. (11.61)). Anschliefend
wird C durch C’ ersetzt.

Die Schritte 3-7 werden wiederholt, bis Selbstkonsistenz erreicht ist. Die Startnéhe-
rung fiir 1die MO-Koeffizienten kann z.B. durch Diagonalisierung der Matrix h =
ST2hS™ 2 erhalten werden:

A = U'hU (11.63)
C = SU. (11.64)
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11.4 Die LCAO-Né&herung

Hier beschreibt die Matrix S™2 eine symmetrische Orthogonalisierung der Basis-
funktionen

_1
IXr > = Z |Xu > S (11.65)
u

Man beachte, daf} die Fock-Matrix F in der AO-Basis nicht einfach diagonalisiert
werden kann, um die Koeffizientenmatrix C zu erhalten. Die Fock-Matrix muf erst
in eine orthonormierte Basis transformiert werden (Schritt 5). Alternativ zur Trans-
formationsmatrix C kann auch die Matrix S™2 verwendet werden. In diesem Fall
werden die neuen MO-Koeffizienten gemifl Gl. (11.64) berechnet. Diese Transfor-
mation ist numerisch stabiler als die Transformation mit C. Auflerdem verindert
sich die Transformationsmatrix S_% im Unterschied zur Transformationsmatrix C
wéahrend der Iteration nicht.

Die Energie kann ebenfalls in der AO-Basis ausgedriickt werden. Durch Einsetzen
der Entwicklung (11.48) in (11.24) erhalten wir

1 1
EHF - ZDMVhMV+§ZDMVZDPU |:(/U/‘p0)— 5(/_1,0’p1/)
Hv uv po

= > (Z Dy (h,w + %%))

m v

= nﬁuh+%cﬂ

:t{Dm—%Gﬂ
= %tr [D(h+F)] , (11.66)

wobei tr(A) = )", A, die Spur (Trace) der Matrix A darstellt und

G = 3 D | (vlo) — 5 (ol (11.67)

po

die FElektronenwechselwirkungsmatriz in AO-Basis ist. Es sei auch darauf hinge-
wiesen, dal D = D' ist. Es ist also nicht erforderlich, die Zweielektronenintegrale
in die MO-Basis zu transformieren. Alle in einer Hartree-Fock-Rechnung benétig-
ten Groflen konnen direkt aus den Integralen in AO-Basis berechnet werden. Die
Faktoren 1/2 in Gl. (11.66) sorgen dafiir, daf die Elektronenwechselwirkung nicht
doppelt gezihlt wird.

Die meiste Rechenzeit wird im allgemeinen fiir die Erzeugung der Zweielektronen-
integrale (uv|po) benotigt. Fiir eine Basis von Nj Funktionen {x,} erhalten wir
bei reellen Basisfunktionen ca N;/8 verschiedene Integrale, da dann (uv|po) =
(vplpo) = (op|lpr) = ... gilt. Die Integrale miissen auf einer Magnetplatte ge-
speichert und in jeder Hartree-Fock-Iteration eingelesen werden. Die enorm grofie
Zahl der Integrale und der meist limitierte Plattenspeicher beschrinkt die Grofie
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der verwendbaren Basissétze auf etwa 250 Funktionen. Es gibt heute direkte SCF-
Verfahren, in denen das Speicherproblem dadurch umgangen wird, daf3 die Integra-
le in jeder Iteration neu berechnet werden. Dies erfordert natiirlich deutlich mehr
Rechenzeit; jedoch sind mit solchen Methoden schon Rechnungen mit iiber 2000
Basisfunktionen durchgefiihrt worden.

Essentiell ist in jedem Fall eine moglichst schnelle Berechnung der Zweielektroneninte-
grale. Diese lassen sich in einer Basis von kartesischen Gauss-Funktionen

2
X = (= ) (y — )" (@ = o)) (11.68)

besonders effizient berechnen. Die Gauss-Funktionen werden durch Angabe ihrer
Exponenten «, Aufpunkte r, = (24, ¥q, 24), und der ganzzahligen Werte | > 0,
m > 0 und n > 0 spezifiziert. Die Wahl von [, m,n beeinflufit die Winkelabhéngig-
keit der Basisfunktionen. Funktionen mit n+ [+ m = 0 sind kugelsymmetrisch und
werden als s-Funktionen bezeichnet. Entsprechend erhélt man mit n +71+m =1
p-Funktionen, mit n + [ 4+ m = 2 d-Funktionen usw. Diese kartesischen Funktionen
lassen sich noch linear kombinieren, so dafl der winkelabhéngige Teil reellen Li-
nearkombinationen von Kugelflichenfunktionen (spherical harmonics) entspricht.
So kann man z.B. die 6 kartesischen d-Funktionen zu 5 Funktionen mit d Charak-
ter und einer Funktion mit s Charakter linear kombinieren. Die Basisfunktionen
werden im allgemeinen an den Atomkernen zentriert, d.h. die Aufpunkte r, sind
dann mit den Atomkoordinaten identisch. Eine Verénderung der Molekiilgeometrie
verdndert somit die Lage der Basisfunktionen; infolgedessen miissen die Integrale
fiir jede Molekiilgeometrie neu berechnet werden. Anstelle von Gauss-Funktionen
konnen z.B. auch Slater-Atomfunktionen verwendet werden. Die Berechnung der
Zweielektronenintegrale fiir mehratomige Molekiile ist fiir Slater-Funktionen jedoch
extrem schwierig und zeitaufwendig.

Eine gute Anndherung der exakten Molekiilorbitale durch Linearkombinationen
von moglichst wenigen Gauss-Funktionen setzt eine sorgfiltige Wahl der Exponen-
ten o, voraus. In der Literatur sind daher zahlreiche Bassissitze beschrieben, die
meist durch Optimierung der Exponenten «, in SCF Rechnungen fiir Atome erhal-
ten wurden. Da die rdumliche Ausdehnung der Atomorbitale von der Kernladung
abhéngt, sind fiir jedes Atom unterschiedliche Basissétze erforderlich. Moderne Pro-
grammpakete zur Durchfiihrung von Hartree-Fock-Rechnungen (z.B. Cadpak, Ga-
mess, Gaussian, Molpro) enthalten umfangreiche Bibliotheken solcher Basissitze.
Die Basisfunktionen brauchen dann nicht mehr einzeln, sondern nur durch An-
gabe des Atoms und eines Codeworts spezifiziert zu werden. Basissidtze, die je-
des Atomorbital durch zwei Gauss-Funktionen anndhern, werden als Double-Zeta-
(DZ)-Basen bezeichnet. Entspechend gibt es auch Triple-Zeta (TZ) und grofiere
Basissétze. Bei einer Valence-Double-Zeta-(VDZ)-Basis werden nur die Valenzato-
morbitale durch zwei Gauss-Funktionen représentiert, wiahrend fiir die Rumpforbi-
tale nur jeweils eine Gauss-Funktion verwendet wird. Funktionen mit héheren Dre-
himpulsquantenzahlen n, [, m, die in den Hartree-Fock Wellenfunktionen der Atome
nicht besetzt sind, werden als Polarisationsfunktionen bezeichnet. Fiir Atome wie
C, N, O, in denen p-Orbitale besetzt sind, bilden d-Funktionen die erste Polari-
sationsschale. Solche Funktionen sind in Molekiilrechnungen meist unerlélich, um
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realistische Elektronenverteilungen zu erhalten. Eine Double-Zeta-Basis mit einer
zusitzlichen Polarisationsfunktion wird meist als DZP (double zeta plus polarizati-
on) Basis bezeichnet. Haufig wird die Anzahl der Polarizationsfunktionen pro Typ
auch in Klammern angegeben, z.B. TZP(2d1f) bezeichnet eine Triple-Zeta Basis
mit zwei zusitzlichen d-Funktionen und einer f-Funktion. Mit dieser iiblichen Aus-
drucksweise werden in diesem Fall zwei Sétze mit jeweils fiinf d-Funktionen und ein
Satz mit sieben f-Funktionen bezeichnet. Als diffuse Funktionen bezeichnet man
Funktionen mit kleinem Exponenten «. Diese Funktionen sind fiir eine addquate
Beschreibung der Wellenfunktionen von Molekiilen mit stark polaren Bindungen
und insbesondere von Anionen notwendig.

Eine einfache Einfiithrung in die Notation ist iiber Internet per ftp erhéltlich:
ftp://ccl.osc.edu/pub/chemistry/documents/basis-sets/basis.ps

Eine ausfiihrliche Diskussion von Basissétzen und der Berechnung von Integralen
findet sich in D.R. Yarkony (Editor) modern electronic structure theory part II,
World Scientific 1995, Chapter 12: T. Helgaker ,, Gaussian Basis Sets and Molecular
Integrals“.

11.5 Die Elektronendichte

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Elektronendichteverteilung eines Mo-
lekiils berechnet werden kann. Zunéchst betrachten wir ein Einelektronensystem.
Die Wellenfunktion ist ein Spinorbital

P(x) = o(r)o(s) mit 0 = {a, [} . (11.69)
Hier ist s eine formale Spinkoordinate, und die Spinfunktionen «(s), B(s) sind
fiir alle Werte von s Null aufler fiir s = % bzw. s = —%. Wie iiblich, werden die

Normierungen < ala >= [*_a*(s)a(s)ds =1 und < 3|3 >= [*_[*(s)B(s)ds =
1 angenommen. Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Volumenelement dx um
den Ort x zu finden, ist

p(x)dx = [|[¢(x)[*dx (11.70)

Die Funktion p(x) = |¢(x)|? wird als Spindichtefunktion bezeichnet. Sie beschreibt
die Verteilung der Elektronendichte in Abhéngigkeit vom Ort und Spin. Die Wahr-
scheinlichkeit, das Elektron unabhéngig vom Spin im Volumenelement dr um den
Ort r zu finden, ist

P(r)dr = |¢(r)’dr (11.71)

Die Dichtefunktion P(r) = |#(r)|? beschreibt die Verteilung der Elektronendichte
als Funktion der Ortskoordinate r.

Diese Definitionen lassen sich auf N Elektronen verallgemeinern. Die Wahrscheinlich-
keit, Elektron 1 im Volumenelement x1,x; 4+ dx;, Elektron 2 gleichzeitig im Volu-
menelement xg,X2 + dxa usw. zu finden, ist |¥(xy,Xs,...,xy)|?dx1dxs ... dxy.
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Die Wahrscheinlichkeit, Elektron 1 im Volumenelement x1,x; + dx; unabhéngig
vom Aufenthaltsort der {ibrigen Elektronen zu finden, ist

dX1/ngng...dXN\I/*(Xl,XQ,...,XN)\I/(Xl,XQ,...,XN) .

Da die Elektronen ununterscheidbar sind, ist die Wahrscheinlichkeit, irgendein
Elektron an diesem Ort zu finden, N-mal grofler:

pl(xl)dxl = NdX1/ngng...dXN\I/*(Xl,XQ,...,XN)\I/(Xl,XQ,...,XN) .
(11.72)

Die Funktion p(x;) wird als Einelektronendichte bezeichnet. Die Wahrscheinlich-
keit, ein Elektron im Volumenelement ry,r; + dr; unabhéngig von seinem Spin zu
finden, ist

Pl(I'l)dI'l = drl/dslpl(xl) . (1173)

Py (r1) ist die spinunabhiingige Einelektronendichte. Dies ist die Grofe, die man
z.B. bei Rontgenstrukturuntersuchungen mift.

Analog ist die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen gleichzeitig in den Volumenelemen-
ten ri,r1 +dr; und ro, ro+dry zu finden, Py(ry, ro)dridre, mit der Zweielektronen-
Dichtefunktion gegeben

P2(r1, I'Q) = N(N — 1) /dsldSQdX3 . dXN\I/*(Xl,XQ, . ,XN)\I’(Xl,XQ, . ,XN) .
(11.74)

Wir wollen uns zuerst fiir den Zweielektronenfall iiberlegen, wie die Dichtefunk-
tionen explizit berechnet werden kénnen. Die Hartree-Fock-Wellenfunktion sei die
Slaterdeterminante

Ui(x1,%x2) = |p1(x1)o1(x2)] = ¢1(1“1)¢1(F2)%[04(81)ﬁ(52)—5(81)6@(127}5)

Wir erhalten fiir die Dichtefunktion

1
pr(x1) = 2[¢n(ry)]? x 3 (la(s) P + 18(s1)1?) (11.76)
und fiir die spinunabhéngige Dichtefunktion
Pi(r1) = 2|p1(ry)*. (11.77)

Die Dichtefunktion hat also in diesem Fall bis auf den Faktor 2 die gleiche Form
wie im Einelektronenfall (Gl. 11.71); der Faktor 2 beriicksichtigt, da8 das Orbi-
tal ®; mit zwei Elektronen besetzt ist. Analog erhalten wir fiir einen angeregten
Singulettzustand

"y (x1,%x2) = % {[¢1(r1)d2(r2) + d2(r1)¢1(r2)] [a(s1)B(s2) — B(s1)a(s2)]}
(11.78)
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die Einelektronendichtefunktion

Pi(r1) = |oi(r)® + |¢o(r1)? (11.79)

Hier ist die Gesamtdichte einfach die Summe der fiir die beiden Orbitale berechne-
ten Einelektronendichten.

Als néchstes betrachten wir eine Slaterdeterminante fiir N Elektronen:

\I’(Xl,Xg,...,XN) == |@Z)1(X1)@D2(X2)...¢N(XN)|. (1180)

Die zur Berechnung der Einelektronendichte notwendige Integration in Gl. (11.72)
148t sich wie in Abschnitt 11.1 durchfiihren, indem wir die Slaterdeterminante nach
der ersten Zeile entwickeln. Es ergibt sich

N
) = D [ix)f . (11.81)
=1

Wiederum ist die Gesamtdichte eine Summe der Dichten fiir jeweils ein Elektron
in einem Spinorbital. Im closed-shell Fall ist jedes Orbital mit zwei Elektronen
besetzt, so dal sich nach Spinintegration fiir die Einelektronendichte ergibt

N/2

Pi(ry) = 2) |¢i(r1)]?. (11.82)
=1

Entwickelt man die Molekiilorbitale als Linearkombinationen von Basisfunktionen
Xu (LCAO-Néhrung)

¢i(r1) = Y Chixulry) (11.83)

und setzen diese Entwicklung in Gl. (11.82) ein, erhélt man

N/2
Pi(ry) = > 2> CCui| xi(ri)xu(ry)
wo | oi=1
= ) Dy x5 (r)xu(r) (11.84)
1%

Hier ist D,,,, die in Abschnitt 11.4 eingefiihrte Einelektronen-Dichtematrix (Gl. (11.55)).
Die Kenntnis dieser Matrix fiir eine vorgegebene Basis erlaubt es also, die Elektro-
nendichte an einem beliebigen Punkt r; auf sehr einfache Weise zu berechnen.

Fiir eine allgemeinere Konfigurationsentwicklung der Form

U(x1,X2,...,XN) = ZCI Or(x1,X2,...,XN) (11.85)
T
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ergibt sich fiir die Einelektronendichte

Pi(r) = Z[Zcm ] “(r1)i(r1)
]
= Z Yij @5 (r1)di(r1) (11.86)

ij

Hier sind 'y{j‘] sog. Kopplungskoeffizienten, die nur von der Elektronenstruktur der
Konfigurationen ®;, ®; abhéingen und mit Hilfe der Slater-Condon-Regeln (siehe
Abschnitt 11.1) berechnet werden kénnnen. v;; = >, ; ¢jc J’YZ-IjJ ist die Dichtematrix
in MO-Basis. Ein Vergleich der Gleichungen (11.82) und (11.86) zeigt, dafl fiir
closed-shell SCF-Wellenfunktionen gilt ~;; = 20;;. Entwickelt man wieder die MO’s
¢; nach AO’s x,,, ergibt sich

Pl(rl) = ZDuuxz(rl)Xu(rl) (1187)

mit der Dichtematrix in AO-Basis

Z%%‘JCZ}' = [Cvcf] - (11.88)

nuv

Man beachte, daf sich die Dichtematrix anders als Operatoren transformiert (vergl.
z.B. Gl. (11.53) ) Integration der Einelektronendichtefunktion iiber die Koordinaten
des Elektrons 1 ergibt entsprechend der Definition Gl. (11.72) die Elektronenzahl

/dr1P1 ry) Z%Z ZDWSW = tr(DS) = N. (11.89)

1%

Die Zweielektronen-Dichtefunktion 148t sich analog berechnen. Allgemein kann die
spinfreie Zweielektronendichte in der Form

Py(r1,ry) = Zrij,kl ¢;(r1)d; (r2)¢i(r1)dr(ra)
ikl

= Z DMV po XV ry Xa(rZ)X,u(rl)Xp(r2) (1190)
pvpo

dargestellt werden, mit

Tijm = > THcies, (11.91)
DRy = Y CiCuCiCiTij - (11.92)
ijkl

Fir Eindeterminantenwellenfunktionen 148t sich die Zweielektronendichtematrix
mit Hilfe der Einelektronendichtematrix ausdriicken. Fiir den closed-shell Fall er-
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gibt sich
1
Uijet = 7vijk — i’Yil’ij = 40011 — 205101,
2) 1
Dy,upo‘ = DMVDpO' - §DMUDpV . (1193)

11.6 Erwartungswerte und Dichtematrizen

Dichtematrizen haben nicht nur zur Berechnung der Elektronendichteverteilung,
sondern auch fiir die Bestimmung von Erwartungswerten Bedeutung. Der Erwartungs-
wert eines Einelektronenoperators O kann wie folgt ausgedriickt werden

<TUO|w > = /OPl(rl,r’l)drl (11.94)

Hier ist P;(rq, r/l) eine verallgemeinerte Einelektronen-Dichtefunktion

Pi(ri,ry) = > vy ¢5(r))si(r)
ij
= ZDMV Xi(r/l)XM(rl)' (11.95)

ng

Per Definition wirkt der Operator O nur auf die von ungestrichenen Koordinaten
abhingigen Funktionen. Anschliefend wird r/1 = r; gesetzt und iiber r; integriert.

Als einfaches Beispiel betrachten wir den Dipoloperator

po= GZZKRK_GZI'Z' = fu + fel - (11.96)
K i

R sind die Koordinaten des Kerns K mit Ladung Zk, e die Elementarladung (1
in a.u.) und r; sind die Koordinaten des i-ten Elektrons. Das Dipolmoment ist ein
Vektor mit den kartesischen Komponenten ji., p, und p.. Die erste Summe stellt
das Dipolmoment des Kerngeriists fir dar und ist ein von der Molekiilgeometrie
abhéngiger konstanter Wert. Der Operator fi; beschreibt den elektronischen Anteil
zum Dipolmoment. Der Erwartungswert fiir dessen z-Komponente ist

< Upter |V > = —e/ 21P1 (21,91, 21)dz1dyrdzy (11.97)

Die rechte Seite dieser Gleichung ist der klassische Ausdruck fiir das Dipolmoment
einer durch die Dichtefunktion P (z1, y1, 21) beschriebenen Ladungsverteilung. Ein-
setzen von Gl. (11.86) fiir die Dichtefunktion ergibt in MO-Basis und in atomaren
Einheiten (e = 1)

< VUpter |V > = —Z%-jzﬂ = —tr(yz) . (11.98)
ij
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mit den Matrixelementen
zji =< ¢jlz|d > . (11.99)
Analog kann man den Erwartungswert auch in AO-Basis schreiben

<Ulpe ¥ > = = DuZy = —tx(DZ), (11.100)
uv

mit

Zow = <Xulzlxu> . (11.101)
Beide Formen lassen sich durch die Transformation

z = C'ZC (11.102)
ineinander iiberfiihren:

tr(yz) = tr(yC'ZC)
= tr(CyC'Z)
tr(DZ) . (11.103)

Dabei haben wir bei der ersten Umformung die allgemeine Beziehung tr(AB ... CD) =
tr(DAB...C) und bei der zweiten Umformung Gl. (11.88) ausgeniitzt. Erwar-
tungswerte iiber Zweielektronenoperatoren lassen sich mit Hilfe der Zweielektro-
nen-Dichtematrix berechnen. Fiir die Elektronenwechselwirkung ergibt sich in MO-
Basis

1 .
E. = i%ﬂj,kz(ﬂﬂlﬁ) (11.104)
ij

Damit kénnen wir den Energieerwartungswert allgemein in der Form

1 g
Ecr = Z’Yijhji+§zrij7kl(jl|lk) (11.105)
¥ igkl
mit
vii = Y cren (11.106)
1J
Tijw = Y cresTiy (11.107)
1J

schreiben [vergl. Gl. (11.27)]. In AO-Basis ergibt sich analog

Qv po

1
Ecr = ) Dwhuu+5 Y D) (vulop) . (11.108)
1%
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Mit Hilfe von Gl. (11.93) erhalten wir fiir den closed-shell Fall

Epyp = Zthuﬁ > [DWD,M— >D,, Dpy} (uv]po)

nvpo
1
= Y D+ 3 DD | (0lp) — 5ol
nv nvpo
1
= Str[D(h+F) (11.109)

in Ubereinstimmung mit G1. (11.66).

11.7 Koopmans Theorem

Wir wollen jetzt die Energieinderung berechnen, die sich ergibt, wenn wir ein Elek-
tron aus einem Orbital entfernen, so dafl aus einem closed-shell System ein positives
Ton entsteht. Dabei nehmen wir an, dafl die Wellenfunktionen des neutralen und
des ionisierten Atoms oder Molekiils in der gleichen Orbitalbasis durch jeweils ei-
ne Slaterdeterminante beschrieben werden kénnen. Eine durch das Entfernen des
Elektrons bedingte Relaxation der Orbitale wird also vernachléssigt.

Die Energie der closed-shell Wellenfunktion des neutralen Molekiils ist [vergl. Gl.
(11.24)]

= 22 hii + Z (i]7) — (i7]53)] - (11.110)

1,7=1

Die Summen laufen iiber alle n = N/2 besetzten Orbitale. Wir nehmen an, dafl
ein Elektron aus dem n-ten Orbital entfernt wird. Dies ist keine Einschrinkung,
da wir die Orbitale beliebig umordnen kénnen. Fiir das positive Ion ergibt sich die
Energie

Ef = E—h— Y [2(nnlii) — (nilin)] = E = fun (11.111)

n
%

Fiir kanonische Orbitale ist die Fock-Matrix f diagonal, d.h.

Jmn = Omnén , (11.112)
so daf}
IP, = Ef@—-FE=—¢, (11.113)

Die Ionisierungsenergie ist also gleich der negativen Orbitalenergie desjenigen Or-
bitals, aus dem das Elektron entfernt wird (Koopmans Theorem).

Tatséchlich lassen sich mit Hilfe von Koopmans Theorem Photoelektronenspektren
hiufig mit sehr guter Genauigkeit bestimmen (typische Fehler 0.2 eV). Dies mag
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zunéchst verwundern, da die Relaxation der Orbitale vernachléssigt wurde. Fiir die
Giite der Niherung gibt es zwei Griinde:

Erstens sind fiir optimierte Hartree-Fock-Wellenfunktionen die Orbitalenergien ¢,
in erster Ordnung invariant beziiglich kleinen Orbitalinderungen. Das bedeutet,
daf sich Fehler durch die Vernachlissigung der Orbitalrelaxation nicht stark auswir-
ken, so lange die Orbitaldnderungen gering sind. Die Beriicksichtigung der Orbital-
relaxation wiirde die Energie des ionisierten Zustandes und somit die Ionisierungs-
energie erniedrigen. Zweitens: die in der Hartree-Fock-Naherung vernachléssigte
Elektronenkorrelation ist fiir das ionisierte System kleiner als fiir das neutrale Sy-
stem. Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation wird daher i.A. die Ionisierungs-
energien erhdéhen. Die Fehler durch Vernachldssigung der Orbitalrelaxation und
der Elektronenkorrelation besitzen also entgegengesetztes Vorzeichen und kom-
pensieren sich zumindest teilweise. Fiir Elektronenaffinitéiten ergibt sich analog
EA, = E; — E = —¢,. Da die vernachlissigte Elektronenkorrelation des Anions
aber grdfler als die des neutralen Systems ist, verstédrken sich die beiden Fehler und
fithren im allgemeinen zu sehr schlechten Resultaten.

A

E + L -~ Koop
IE
exakt
Q2 IE
2
= |/ o —
c
L Koop
E EA
exakt
EA
E
exakt Hartree-Fock Koopman

Abbildung 11.1: Koopman’s Theorem, IE = Ionisierungsenergie, EA = Elektronen-
affinitét

Zum Abschlufl noch zwei Bemerkungen: Koopmans-Theorem gilt nur fiir kanoni-
sche Orbitale. Obwohl formal fiir beliebige andere Orbitalsétze (z.B. lokalisierte
Orbitale) die Ionisierungsenergie gleich — f,,,, ist, sollte diese Beziehung nicht ver-
wendet werden, da f,, nur fiir kanonische Orbitale beziiglich kleinen Orbitalédnde-
rungen invariant ist. Schliellich sollte erwdhnt werden, dafl bei der Anwendung von
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11.8 Brillouins Theorem

Koopmans Theorem vorausgesetzt wird, dal im Ion keine wesentliche Reorganisa-
tion der Elektronenstruktur stattfindet. Es gibt jedoch Fille, bei denen dieses der
Fall ist; der ionisierte Zustand kann dann nicht mehr durch eine einzige Slaterde-
terminante verniinftig angenéhert werden. Solche Zustinde werden als shake-up-
Zustinde bezeichnet (z.B.im NJ Ton).

11.8 Brillouins Theorem

Wie bereits in Abschnitt 10.4 erwéhnt, stellt die Hartree-Fock-Wellenfunktion ® g
= &, nur eine erste Niherung fiir die exakte Wellenfunktion dar, die als Linear-
kombination aller moglicher Slaterdeterminanten W; geschrieben werden kann. In
Storungstheorie erster Ordnung tragen alle Konfigurationen bei, die {iber den elek-
tronischen Hamilton-Operator mit der Hartree-Fock-Wellenfunktion ein nicht-ver-
schwindendes Matrixelement ergeben. Die Korrektur erster Ordnung zur Wellen-
funktion ist also

oD
—Z'< 1|H] SCF><I>I, (11.114)

©)
—Escr

wobei wir angenommen haben, dafl der Hamilton-Operator nullter Ordnung in der
Basis der Slaterdeterminanten ®; diagonal ist, so da < ®;|H©)|®; >= E}O)(S[ J-
Es ist sinnvoll, die Slaterdeterminanten ®; nach der Anzahl der Spinorbitale zu
klassifizieren, um die sie sich von ®gcpr unterscheiden. Die in ®gop besetzten Spi-
norbitale seien {111y, ...}, die iibrigen (virtuellen) Orbitale {1,¢»?....}. Eine
Slaterdeterminante, die aus ®gcr durch Substitution eines Spinorbitals ; durch
14 ergibt, bezeichnen wir als Einfachanregung ®;. Analog erhélt man Zweifachanre-
gungen CDZ ./, Dreifachanregungen CD?J{’,? usw. Nach den Slater-Condon-Regeln kénnen
mit der Hartree-Fock-Determinante ®gop nur alle diejenigen Slaterdeterminanten
wechselwirken, die sich um maximal zwei Spinorbitale von ®gcop unterscheiden,
d.h. nur die Einfach- und Doppelanregungen ®{ und <I>§‘Jb.

Wir betrachten jetzt das Matrixelement einer einfach-angeregten Determinante ®¢
mit der closed-shell Hartree-Fock-Wellenfunktion ®gop. Durch Anwendung der
Slater-Condon-Regeln ergibt sich

< OUH|Psor > = fai - (11.115)

Fiir optimierte Hartree-Fock-Wellenfunktionen verschwindet f,; (dieses ist gerade
die Variationsbedingung), also auch alle Matrixelemente der Einfachanregungen
mit der Hartree-Fock-Wellenfunktion (Brillouins Theorem). In Stérungstheorie er-
ster Ordnung tragen daher nur die doppelt angeregten Konfigurationen zur Wel-
lenfunktion bei, so dafl

- Xy

(0 (0)
i>j a>b Ez] ab ESCF

9L (11.116)
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11 Hartree-Fock-Theorie

Die Summationen laufen hier iiber alle Spinorbitale. Fiir die Mgller-Plesset Storungs-

theorie ist H(®) =Y f(n). Die Energienenner sind dann einfach Ef%b - Egg =

€q + €, — €; — €;. Mit Hilfe der Wellenfunktion erster Ordnung l&8t sich die Korre-
lationsenergie bis zur dritten Ordnung berechnen. Fiir die Energiekorrektur vierter
Ordnung benétigt man die Wellenfunktion zweiter Ordnung, zu der auch einfach,
dreifach und vierfach angeregte Slaterdeterminanten beitragen.

Schreibt man die Gesamtwellenfunktion erster Ordnung als
U = Ugop+ W (11.117)
ergibt sich fiir den Erwartungswert eines Einelektronenoperators

< Usor + VD |QTsop + D >
1+ <vOw® >
< \I/SCF‘Q’\I/SCF >+ < \I/(l)‘Q’\I/(l) >
1+ < v |p®) >
= < Usor|QUscr > (1— < VW EW S 4 < oW Qo) > 4
(11.118)

<> =

Der mit der Wellenfunktion erster Ordnung berechnete Erwartungswert unterschei-
det sich vom Hartree-Fock Erwartungswert nur durch Terme zweiter und hoéherer
Ordnung. Eine wichtige Konsequenz des Brillouin-Theorems ist daher, daf§ Erwar-
tungswerte von Einelektronenoperatoren (z.B. Dipolmomente, Quadrupolmomente
etc.) bereits in der Hartree-Fock-Ndherung relativ genau berechnet werden kénnen.

Es sei erwihnt, dal sich diese Ergebnisse nicht ohne weiteres auf offenschalige
Wellenfunktionen iibertragen lassen, da hierbei zwei verschiedene Fock-Operatoren
auftreten und noch weitere Anregungstypen betrachtet werden miissen.
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12 Molekulare Wellenfunktionen

12.1 Die molekulare Schrédingergleichung
Unser Ziel ist die Losung der molekularen Schrédinger-Gleichung
HY® = ok (12.1)

Die Eigenwerte & sind die Energien der stationdren Zustéinde des Molekiils, die
durch den Index k unterschieden werden. Die Kenntnis der molekularen Wellen-
funktionen W®) erlaubt im Prinzip die Berechnung beliebiger Molekiileigenschaf-
ten. Aufler fiir wenige sehr einfache Systeme 148t sich aber leider die Schrodinger-
Gleichung nicht exakt 16sen, so dafl Ndherungen notwendig sind.

Der molekulare Hamilton-Operator hat die Form

H = Ty+H,, (12.2)

wobei

— 12.3
2MK (12.3)

der Operator der kinetischen Energie der Kerne ist und die Summe K iiber alle
Kerne lduft. My ist die Masse des Atomkerns K, und der Laplaceoperator
0? 0? 0?

Vi = + + (12.4)
oxz T ovE " 0z%

wirkt auf die Koordinaten
Rk = (Xk,Yk,Zk) (12.5)

des Kerns K. Der elektronische Hamilton-Operator H.; beschreibt die Bewegung
der Elektronen fiir feste Kernlagen

A 52 e*Zx
Hy =  2me ZZ: Vi - ZZ dmeo|Ri — i

2
VAN
+ — + . (12.6)
;j 47T€0|I'Z' —I'j| KZ>:L 47T€0|RK —RL|
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12 Molekulare Wellenfunktionen

Der erste Term reprisentiert die kinetische Energie der Elektronen. Der Index ¢
lduft {iber alle Elektronen, und V7 wirkt nur auf die Ortskoordinaten

r, = (SCZ',yZ',ZZ') (127)

des Elektrons i. Der zweite Term berticksichtigt die attraktiven Coulombwechsel-
wirkungen der Elektronen und der Kerne, und die letzten beiden Terme beschreiben
die abstoflenden Wechselwirkungen der Elektronen und Kerne untereinander.

Um die Schreibweise zu vereinfachen, werden wir in Zukunft meist atomare Einhei-
ten (a.u.) verwenden. In a.u. ist e = 1, h = 1, m, = 1 und 4mwey = 1. Die atomare
Energieeinheit heifit Hartree; 1 Hartree = 27.2116 eV = 219474.63 cm ™! = 2625.5
kJ/mol = 627.05 kcal/mol. Die atomare Lingeneinheit ist 1 Bohr = 0.529177 A
= 0.529177 - 10~ m. In atomaren Einheiten lautet der elektronische Hamilton-
Operator:

1 ) Zr7
Y Y AT s Ay

R
K>1 KL

wobei 7;; den Abstand der Elektronen 7 und j darstellt, und Ry, der Abstand der
Kerne K und L ist:

rij = [ri—rjl= \/(% —2;)? + (¥ — )% + (2 — )%, (12.9)
Rkr = Rk —Rp|=V(Xxg —X10)2+ (Yx —Y10)2 + (Zx — Z1)? .(12.10)

In dem hier dargestellten Hamilton-Operator sind nur die elektrostatischen Wech-
selwirkungen der Elektronen und Kerne beriicksichtigt. Fiir Atome und Molekiile
mit grolen Kernladungen kénnen auch relativistische Effekte einen signifikanten
Beitrag leisten. Hierzu gehort z.B. auch die Spin-Orbit-Wechselwirkung, auf die
in dieser Vorlesung nicht eingegangen werden kann. Ferner betrachten wir hier nur
stationéire Zusténde; im Prinzip bewirkt aber jede Messung eine kleine zeitabhéngi-
ge Storung des Systems. Zeitabhéingige Phénomene wie etwa der Zerfall eines an-
geregten Zustandes durch Strahlung oder Dissoziation erfordern die Losung der
zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung.

12.2 Die Born-Oppenheimer-Ndherung

Die Wellenfunktionenen ¥(*) sind Funktionen der 3M Kernkoordinaten R = (Ry,
Rs, ..., Ry) und der Elektronenkoodinaten x = (x1, X2, ...,xy). Die x; = {r;, s;}
beinhalten die Ortskoordinaten r; und die Spinkoordinaten s;. Auf Grund des
groflen Verhiltnisses zwischen Kern- und Elektronenmassen bewegen sich die Kerne
viel langsamer als die Elektronen. Man kann daher die Kern- und Elektronenbewe-
gungen nidherungsweise separieren und somit die Losung der Schrodingergleichung
enorm vereinfachen. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie eine solche Separation
vorgenommen werden kann und welche Terme dabei vernachlissigt werden.
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12.2 Die Born-Oppenheimer-Ndherung

Wenn wir die Kopplung der Kern- und Elektronenbewegungen vernachléssigen,
konnen wir zuerst die Schrédingergleichung fiir feste Kernlagen 16sen, d.h. Ty = 0.
Wir erhalten so die elektronische Schridingergleichung

29" (x,R) = E,R) v"(xR). (12.11)

Da diese Gleichung fiir jede Kernanordnung R neu gelost werden muf}, sind die
Eigenwerte Funktionen der Kerngeometrien

E,(R) = E,(Ri,Ra,....Ry). (12.12)

Die elektronischen Wellenfunktionen \Ilgl) (x,R) sind von den Kernlagen parame-
trisch abhingig. Die Quantenzahl n spezifiziert den elektronischen Zustand des
Molekiils. Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators sind orthogonal; wir
konnen sie auch normieren, so daf3 gilt:

<n|lm> = / \Iligl)*\llir)dxldxz...de = Oy - (12.13)

Hier haben wir die Dirac’sche Bra-Ket Schreibweise verwendet; das Zusammenfiigen
eines ,,Bras“ < n| = \IIS;)* und eines ,Kets“ |m >= \I/gn)

alle Elektronenkoordinaten.

bedeutet Integration iiber

Die Gesamtheit der Funktionen \11(67) bildet einen wvollstindigen Funktionssatz. Voll-

stiandigkeit heifit, da man jede beliebige im gleichen Definitionsbereich lebende

Funktion als Linearkombination der Basisfunktionen \I/S;) dargestellen kann. Die

molekulare Wellenfunktion W) 1:8t sich in dieser Basis entwickeln:
o0

PR = Y 0% R) - x"P(R). (12.14)
n=1
Die Funktionen x(™*)(R) sind hier die Entwicklungskoeffizienten. Es sei darauf hin-
gewiesen, daf} in dieser Entwicklung die Basisfunktionen \Il( )(x, R) parametrisch
von den Kernkoordinaten R abhéngen. Im Prinzip konnte man die Wellenfunktion
auch in einem von R unabhéngigen Basissatz \I'gL) (x,Ro) entwickeln

k) qu (x,Ro) - X™M(R) . (12.15)

Eine solche Einzentrenentwicklung wéare jedoch wenig hilfreich, da H,; dann nur an

der Stelle R = Ry in der Basis \IJS) (x,Rp) diagonal wére. Fiir von Ry entfernte
Geometrien sind dann sehr viele Terme in der Entwicklung erforderlich, um eine
hinreichende Genauigkeit zu erhalten.

Durch Einsetzen des Ansatzes (12.14) in die Schrédingergleichung (12.1), Multipli-

kation von links mit \Il(ezn) (x,R) und Integration iiber die Elektronenkoordinaten
erhalten wir

TN + T} + Em(R) — &IX"™H (R )
= - 2T, R) + TLM®IPR) (12.16)
n#m
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12 Molekulare Wellenfunktionen

mit
. K2
T.R) = => A <m|Vk|n> Vg, (12.17)
K
h2
T, R) = —=> oA <m|V|n> . (12.18)
K

Bei der Ableitung dieser Gleichungen mufl man die Produktregel fiir die Differen-
tiation anwenden und beachten, dafl der Laplaceoperator als Skalarprodukt V -V
darstellt werden kann, wobei der Gradient

g 9 0
V = (%’a_y’i) (12.19)

ein vektorieller Operator ist. Auflerdem haben wir verwendet, dafl < m|Vg|m >=0
und damit auch 7). = 0 ist. Dies folgt aus der der Eigenschaft

<m|Vg|n >=— <n|Vg|lm > (12.20)

des Nabla-Operators, die wir wie folgt ableiten konnen:

m)lz!)i?) > = Omn (12.21)

i ™ s = o (12.22)

< < 0 (m)> \zp >+ < zp a(;w(”) > =0 (12.23)
a m n

< (a—R¢£1 )> W)il) > = =< ¢ | (12 24)

o ((%)T _ _<8%> (12.25)

Bisher haben wir noch keine Ndherungen eingefiihrt. Gl. (12.16) stellt ein gekop-
peltes System von Differentialgleichungen dar, das der Schrodingergleichung (12.1)
vollstéandig dquivalent ist. In der Born-Oppenheimer-Niherung werden die nicht-
adiabatischen Kopplungen T . und T vernachldssigt. Da diese Terme erste und
zweite Ableitungen der elektronischen Wellenfunktionen nach den Kernkoordina-
ten enthalten, ist die Naherung gerechtfertigt, wenn die elektronischen Wellen-
funktionen nur schwach von den Kernkoordinaten R abhéngen. Diese Bedingung ist
fiir elektronische Grundzustinde meistens sehr gut erfiillt. Auf einige Ausnahmen
gehen wir spéter ein. In der Born-Oppenheimer-Ndherung erhalten wir fiir jeden
elektronischen Zustand m unabhéngig eine Schrodingergleichung fiir die Kernbe-
wegung

[Tx + En(R) = En ) x™YR) = 0. (12.26)
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12.2 Die Born-Oppenheimer-Ndherung

Hier wurde die Quantenzahl k& durch zwei unabhéngige Quantenzahlen {m,v} er-
setzt. Dies ist dadurch moglich, daf§ wir fiir jeden elektronischen Zustand m un-
abhiingig einen Satz von Losungen {&,.,, x™")(R)} erhalten, die durch den Index
v unterschieden werden. Manchmal beriicksichtigt man noch den diagonalen adia-

batischen Korrekturterm 7,/ . und erhilt dann die Gleichung

[Tn + En(R) + Tyn(R) = Emu] x™(R) = 0. (12.27)

Dies wird dann als adiabatische Ndiherung bezeichnet. Allgemein nennt man die
Eigenfunktionen ¥, des elektronischen Hamilton-Operators auch adiabatische elek-
tronische Wellenfunktionen.

In beiden Gleichungen tritt E,,(R) als effektives Potential auf, in dem sich die
Kerne bewegen. In Gl. (12.27) ist dieses Potential durch den Term T}? = geringfiigig
modifiziert. Wie schon erwéhnt, ist E,,(R) eine Funktion aller Kernkoordinaten
und wird daher Hyperfiiche der potentiellen Energie oder einfach Potentialfidche
genannt. Die Eigenfunktionen x(™*)(R) beschreiben die erlaubten Eigenzustéinde
der Kernbewegung im elektronischen Zustand m und werden als Kern-Wellen-
funktionen bezeichnet.

In der Born-Oppenheimer-Ndherung sind die molekularen Wellenfunktionen einfach
Produkte der elektronischen- und Kern-Wellenfunktionen

v (x R) = ¥ (x,R)-x"™(R), (12.28)
und wir erhalten fiir jeden elektronischen Zustand m unabhéngig einen Satz von
Wellenfunktionen W& = @) mit zugehorigen Eigenwerten &, = Em,v. Wie
schon erwihnt, wird daher die Quantenzahl k der Gesamtwellenfunktion ¥* in GI.
(12.1) und (12.14) also durch zwei unabhéngige Quantenzahlen m und v ersetzt,
d.h. k = {m,v}. m spezifiziert den elektronischen Zustand und v den Kernzustand.
Die Losung von Gl. (12.26) 148t sich weiter vereinfachen, indem man die Rotations-
und Schwingungsfreiheitsgrade des Molekiils separiert. In diesem Fall reprisentiert
v einen Satz von mehreren Quantenzahlen, v = {v;, J, K} etc., die die einzelnen
Schwingungs- und Rotationszustidnde spezifizieren. Hierauf wollen wir an dieser
Stelle nicht weiter eingehen.

Die Quantenchemie im engeren Sinne befafit sich in erste Linie mit der Losung
der elektronischen Schrodingergleichung (12.11). Durch Berechnung der Potential-
flache eines Molekiils 148t sich z.B. die Gleichgewichtsgeometrie R, bestimmen.
An dieser Geometrie hat E,(R) ein Minimum. Die Dissoziationsenergie D, ist
die Energiedifferenz zwischen E,(R.) und der Energie des dissoziierten Zustan-
des; elektronische Anregungsenergien 7T, sind die Differenzen der Energien an den
Gleichgewichtsgeometrien verschiedener elektronischer Zustédnde. Analog kann man
Tonisierungspotentiale, Elektronenaffinitdten, die Hohe von Reaktionsbarrieren oder
die relative Stabilitdt von Isomeren berechnen. Man beachte aber, dafl diese Gréflen
nicht direkt mit experimentellen Daten verglichen werden kénnen, da die Null-
punktsenergien der Schwingungszustéinde beriicksichtigt werden miissen.

Bisher haben wir nur energetische Mef3groflen erwiahnt. Zur Berechnung anderer
Eigenschaften benstigen wir Integrale iiber Operatoren Q(x, R), die die MeBgroen
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12 Molekulare Wellenfunktionen

reprisentieren und im allgemeinen auf die Koordinaten x und R wirken. Mit Hilfe
des Produktansatzes (12.28) erhalten wir

Qm,u;n,u = //\Ijgn)*(xv R) : X(m”u)*(R) Q(Xv R) \Ijgl) (X7 R) : X(nJ/) (R) dx dR
= [ A"OR) ) (R R- (12.20)
Hier sind Q,,,,(R) elektronische Matrizelemente

Qun(R) = <m|QR)|n > = / " (x,R) Q(x,R) ¥ (x,R) dx ,

el

(12.30)

die wie die elektronische Energie vieldimensionale Funktionen der Kernkoordinaten
darstellen. Mit experimentellen Daten kann man nur die iiber die Elektronen- und
Kernbewegungen gemittelten Erwartungswerte €, , = €y, ,.n,, direkt vergleichen.

Zum Beispiel werden Dipolmomente durch den Operator
p=eY ZxRg—e)» 1 (12.31)
K i

beschrieben. Integration iiber die elektronische Wellenfunktion W™ ergibt die Di-
polmomentfunktion fir den Zustand n

@) = [0 (Rex) (R (12:32)
Analog erhilt man fiir die elektronischen Ubergangsmomentfunktionen

() = [ W57 (Rex) W (Rox)dx (12.33)
Das Dipolmoment im Molekiilzustand m, v ist somit

i, = / X" R) pm(R) X (R) dR. (12.34)

Die Intensitéit von Rotations - Schwingungsiibergéingen ist proportional zum Qua-
drat des Ubergangsmoments

Hom i = / X R) i (R) X" (R) dR. (12.35)

Durch Betrachtung dieser Grofien lassen sich Auswahlregeln fiir elektronische Dipol-
iibergénge ableiten.

An dieser Stelle sei erwiahnt, dafl es eine Reihe von wichtigen Effekten gibt, die
sich im Rahmen der Born-Oppenheimer-Ndherung nicht beschreiben lassen. Hierzu
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12.2 Die Born-Oppenheimer-Ndherung

gehoren z.B. Elektroneniibertragungsprozesse und die Stofidesaktivierung (,,Quen-
ching“) von elektronisch angeregten Zustéinden. Solche Prozesse, bei denen Uber-
génge zwischen verschiedenen elektronischen Zustinden erfolgen, werden in der

)

in der Born-Oppenheimer-Ndherung vernachléssigten Kopplungen T/nn,T/,’m ver-

ursacht. Zur theoretischen Beschreibung nicht-adiabatischer Effekte ist es meist
(n)

el
eine neue Basis {¥Z} zu bestimmen, in der die Kopplungen T/, verschwinden

oder zumindestens vernachldssigbar klein werden. In einer solchen diabatischen
Darstellung werden die Kopplungen zwischen den elektronischen Zustdnden durch
Nichtdiagonalelemente < W& |H,;|U% > des elektronischen Hamilton-Operators be-
schrieben (diese Elemente verschwinden in der adiabatischen Darstellung). Beide
Darstellungen sind prinzipiell vollig dquivalent. Die Potentiale und Kopplungen in
der diabatischen Darstellung sind jedoch im allgemeinen wesentlich glattere Funk-
tionen der Molekiilgeometrie als in der adiabatischen Darstellung und lassen sich
leichter handhaben. Die Ursache hierfiir ist die Tatsache, daf der elektronische Cha-
rakter der diabatischen Funktionen nur schwach von der Kerngeometrie abhéngt,
wéihrend sich der Charakter der adiabatischen Funktionen im Bereich vermiedener
Kreuzungen drastisch édndern kann. Diese Zusammenhénge sollen im folgenden an
einem Besipiel verdeutlicht werden.

adiabatischen Darstellung, in der die \1127 Eigenfunktionen von erl sind, durch die

giinstig, durch eine unitére Transformation der elektronischen Basisfunktionen ¥

Abbildung 12.1 zeigt die adiabatischen Potentialkurven der beiden niedrigsten elek-
tronischen Zustande des Molekiils LiF. Man beachte, dafl wir hier isolierte zweiato-
mige Molekiile in der Gasphase betrachten, nicht das kristalline Salz. Der elektro-
nische Grundzustand ist gebunden, d.h. hat ein Energieminimum, das tiefer als die
asymptotische Energie der getrennten Atome Li + F liegt. Der erste elektronisch
angeregte Zustand ist im wesentlichen repulsiv; asymptotisch korrespondiert er mit
dem Grundzustand des Ionenpaares Lit + F~. Bei einem Abstand von etwa 14
Bohr sehen wir eine vermiedene Kreuzung der beiden adiabatischen Potentialkur-
ven.

Um den Verlauf der Potentialkurven in Abb. 12.1 zu verstehen, betrachten wir
zunichst die Verhiltnisse bei grofien Kernabstinden. Die ionische Asymptote Li'*
+ F~ liegt energetisch etwas hoher als die neutrale Asymptote Li + F. Die Energie-
differenz ergibt sich aus der Ionisierungsenergie von Li und der Elektronenaffinitét
von F, AE, = IP (Li) — FA (F) = 1.992 eV. Wenn man den Abstand R der
Tonen verringert, erniedrigt sich aufgrund der Coulombwechselwirkung die Ener-
gie des ionischen Zustandes mit 1/R. Da die Energie des neutralen Zustandes bei
groflen Kernabsténden praktisch konstant bleibt, kreuzen sich die beiden Zusténde
bei einem bestimmten Abstand R, (siehe Abb. 12.1). Fiir den Kreuzungsabstand
erhalten wir aus der Beziehung R. ~ 1/AFE, (AE, und R, in atomaren Einhei-
ten) den Wert R, = 13.7 Bohr. Trégt man die Erwartungswerte der adiabatischen

Wellenfunktionen iiber den Dipoloperator ufjl =< \Il(ell)\ m\I!(e]l) > gegen den Kern-
abstand R auf (Abb. 12.2), erkennt man, daf} sich der elektronische Charakter der
Zustinde im Kreuzungsbereich stark dndert. An dieser Stelle ist das Ubergangs-
dipolmoment zwischen dem ionischen und dem kovalenten Zustand am grofiten.
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E(R) [Hartree]

Abbildung 12.1: Potentialkurven fiir
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Abbildung 12.2: Adiabatische Dipolmomentkurven und diabatische Dipolmomente
fiir die beiden niedrigsten elektronischen Zusténde im LiF-Molekiil
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12 Molekulare Wellenfunktionen

Die durch Losung der elektronischen Schrodinger-Gleichung erhaltenen adiabati-

schen Wellenfunktionen \IJS) und \Il(?) konnen in guter Naherung als Linearkombi-

€
nationen der diabatischen Wellenfunktionen \Il((jl) und \Ilﬁf)

\Il(e}) = \I/((jl) -cosa(R) — \Ilg) -sina(R) (12.36)
\I!g) = \IJ((;) -sina(R) + \Ilf) -cos a(R) (12.37)

oder in Matrix-Vektorschreibweise

g cosa(R) —sina(R gl
( \I,fé) ) - < sina((R)) cos oa(l(?)) ) ' ( \I,§2) ) (12.38)

ausgedriickt werden. Die Matrix

[ cosa(R) —sina(R)
U_<sina(R) cos a(R) ) (12.39)

beschreibt eine unitdre Transformation der elektronischen Wellenfunktionen. Im
Gegensatz zu den adiabatischen Wellenfunktionen, die am Kreuzungspunkt ih-

(

ren Charakter plotzlich dndern, beschreibt ¥ dl) fiir alle Geometrien den ionischen

(groles Dipolmoment) und \I/f) den kovalenten Zustand (kleines Dipolmoment),
siehe Abbildung 12.2. Die Transformationsmatrix U ld8t sich in diesem Spezialfall
durch Diagonalisierung der Dipolmatrix

l el
el _ ( Hi1 Mo > 12.40
: ( Hsh 1S (1240)

erhalten:

d
( pho 0 > _utu (12.41)
0 pd

Hierbei wird ein moglichst grofies Dipolmoment ,ucfl und ein mdoglichst kleines Di-
polmoment p4, erzeugt. Mit Hilfe der Transformationsmatrix U erhilt man analog
die diabatischen Potentiale szjz

H{,  HE, — E, 0
<H511 e = UT. 0 B, -U. (12.42)

Fiir das nicht-adiabatische Kopplungsmatrixelement < \IIS)\%\\I!(&?) > gilt:

9 @ _ 9R)
< \Ilel ‘6R’\Ijel >= 6R (1243)

Ko6nnen Sie diese Beziehung unter der Annahme, daf fiir die diabatischen Zusténde

ow)

or Y
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12.2 Die Born-Oppenheimer-Ndherung
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Abbildung 12.3: Adiabatische Potentialkurven und nicht-adiabatische Kopplung
fiir die beiden niedrigsten elektronischen Zusténde im LiF-Molekiil

und
< \I’E;)|\I’Ef) >= 6ij

gilt, beweisen ?

In Abbildung 12.3 sind die adiabatischen Potentialkurven sowie das nicht-adiaba-
tische Kopplungsmatrixelement im Bereich der vermiedenen Kreuzung dargestellt.
Am Kreuzungspunkt weichen die Potentialkurven einander aus, und das Kopp-
lungsmatrixelement Tl/2 hat ein scharfes Maximum. In der analogen Auftragung
der diabatischen Hamiltonmatrixelemente (Abb. 12.4) kreuzen sich die diabatischen
Potentialkurven, und das nicht-diagonale Matrixelement H{, zeigt einen wesentlich
glatteren Kurvenverlauf als das nicht-adiabatische Kopplungsmatrixelement und ist
vergleichsweise klein.
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12 Molekulare Wellenfunktionen
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Abbildung 12.4: Diabatische Potentialkurven und nicht-diagonal Element fiir die
beiden niedrigsten elektronischen Zustéinde im LiF-Molekiil
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